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Zusammenfassung

Diese Abhandlung bestimmt fiir zwei Beispiele die Gleichungen von Riemannschen Fldchen X
vom Geschlecht 0 und 1 und die zugehérigen Belyi-Funktionen X — P!,
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1 Einleitung

Dreiecksgruppen A = A(mgy,mo, mg) mit m% + m% + m% < 1 kénnen in die PSL(2, R) eingebettet
werden und operieren damit als Fuchssche Gruppen diskontinuierlich auf der komplexen oberen
Halbebene H & {zx+yi € C|lz,y € R,y > 0}. Der verallgemeinerte Riemannsche Abbildungs-
satz sagt aus, dass sich jede zusammenhéngende hyperbolische Riemannsche Flache durch einen
Quotientenraum der Form I"\H beschreiben lasst, wobei I' < A eine Untergruppe einer geeigneten
Dreiecksgruppe A mit endlichem Index [A : T'] ist.

Der Satz von Belyi sagt aus, dass sich eine Riemannsche Flache X genau dann {iber dem Korper
Q der algebraischen Zahlen definieren lisst, wenn es eine nicht-konstante meromorphe Uberlage-
rung 3: X — P! = P(C) = C U {oo} gibt, die nur {iber maximal drei Punkten verzweigt ist. Eine
solche Abbildung 5 nennt man Belyi-Funktion. Auch die Belyi-Funktion kann so gewéhlt werden,
dass sie iiber Q definiert ist [Bel79], [Wol971, [SIS97], [LZ04], Seite 79.
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2 Transitive Bilder von Dreiecksgruppen

Definition 2.1 (Situationsbeschreibung) Sei ¢: A(mq, ma, mg) — M ein Epimorphismus, der die
hyperbolische Dreiecksgruppe A = A(mq,ma,m3) = (x1, 22, T3 | ]! = 5% = x5° = x1T223 = 1)
auf eine transitive Permutationsgruppe M < S, abbildet. Sei A(y) das Urbild des Punktstabilisators
der 1:

Apy 2 o1 (Stabar(1)) = {5 € A[190) — 1}

mit endlichem Index d = [A : Ap|. Die symmetrische Gruppe S,, operiere dabei wie iiblich auf der
Menge {1, ...,n}. Insgesamt werden die folgenden Untergruppenstrukturen betrachtet:

N =kere < Apj=¢ '(Staby(1)) (<) A = A(mqy,mg, m3)
d

e e e

{Id} < »(Ap)) = Stabp(1) S M

Untersucht werden die folgenden Abbildungen zwischen kompakten Riemannschen Fldchen:

e Belyi-Funktion (3: Apj\H — A\H = P' mit den Veraweigungsdaten oo = ¢(z1), o1 = ¢(x2),
Ooo = p(23)

e Normalisierung 3 der Belyi-Funktion: ker o\H — A\H = P!

3 Geschlechtsbestimmung mit dem Riemann-Hurwitz-Theorem

Theorem 3.1 (Riemann-Hurwitz-Gleichung)

(a) ([FK92], Kapitel 1.2.7) Sei f: X — Y eine nicht-konstante holomorphe Abbildung zwischen der
kompakten Riemannschen Fldche X mit Geschlecht g und der kompakten Riemannschen Fldche
Y mit Geschlecht . Sei d der Grad von f, d.h. die Urbildmenge f~'(Q) habe Kardinalitdt d fiir
fast alle Q € Y. Die Gesamtverzweigungsordnung von f sei definiert durch

By & Z bf(P)7
PeX

dabei bezeichne by (P) die Verzweigungsordnung von f im Punkt P € X, d.h. der Funktionswert
f(P) € Y habe (by(P) + 1) Urbilder im Punkt P. Dann gilt

29 —2=(2y—2)d + By.

(b) ([FK92], Kapitel V.1.3 und [BCCO03], Kapitel 2) Sei X eine kompakte Riemannsche Fldche mit
Geschlecht g. Sei G < Aut X eine Untergruppe der Automorphismengruppe von X, die sich als
Faktorgruppe G = I'/N Fuchsscher Gruppen

L= (y;my,...,m)
=(a1,b1,...,ay,by, 21, ..., |2 = =" =21 2pfar, bi] - [ay, b)) = 1)
und

N«T

schreiben ldsst. Dann gilt

”

2g2|G|.(272)+G'Z<1n;).

i=1

(c) ([KMSV14], Formel 1.11) Sei A = A(mq,mg,m3) = (x1,Z2,x3|z]" = z5? = z5° =
x129x3 = 1) eine hyperbolische Dreiecksgruppe, d.h. mil + m%z + n% < 1. Sei I < A eine Un-
tergruppe mit endlichem Index d = [A : T, fiir die die Abbildung 3: X = I'\H — A\H = P!,
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B : Th — Ah eine Belyi-Funktion ist, d.h. unverzweigt aufSerhalb von {0, 1, co}. Dann gilt fiir
das Geschlecht g der Riemannschen Fldche X :

29— 2 = (0= 2)d+ (e(00) + e(01) + e(00)).

Dabei seien o, 01, 0, Permutationen in der symmetrischen Gruppe Sy, die die verzweigte Uber-
lagerung (3 beschreiben. Die Zyklen von o, 01, 0+ korrespondieren mit den Punkten von X iiber
0, 1, oo (in dieser Reihenfolge). Die Anzahl der disjunkten Zyklen der Permutationen o, 01, oo
sei die Anzahl der paarweise voneinander verschiedenen Punkte in den Fasern iiber 0, 1, co. Die
Ldnge der disjunkten Zykel in ¢, 01, 0o gibt dann die Verzweigungsindizes dieser Punkte iiber
0, 1, oo an.

Der Exzess e(T) eines Zykels T € Sy sei definiert als seine Ldnge minus 1. Der Exzess e(o) einer
Permutation o € S, sei definiert als die Summe der Exzesse ihrer disjunkten Zyklen.

Beispielsweise besitzt op = (123)(45)(6789)(10) € Sy vier disjunkte Zyklen und beschreibt da-
mit 4 Punkte {iber der 0 mit den Verzweigungsindizes 3, 2, 4, 1 bzw. Verzweigungsordnungen 2, 1,
3, 0. Fiir den Exzess gilt dann e((123)(45)(6789)(10)) =3 -1)+(2-1)+(4—-1)+ (1 —1) =6.

Beweisidee von 3.1(b): Fiir jeden Punkt P € X ist der Stabilisator
Gp={gecG|g(P)=P}

eine zyklische Untergruppe von G geméls [FK92], Kapitel II1.7.7. Man wendet 3.1(a) auf die natiir-
liche holomorphe Projektion 7: X — X /G eines Punktes auf seinen Orbit an, siehe [FK92], Kapitel
I11.7.8. Fiir alle Punkte P € X gilt fiir die Verzweigungsordnung

bz(P) =ordGp — 1.

Die Projektion 7 besitzt den Grad |G| und ist nur in den Fixpunkten von G verzweigt. Sei { Py, ..., P}
eine maximale Menge von nicht-dquivalenten (d.h. P; # g(P;) fiir alle g € G und alle ¢ # j) Punk-
ten, die von den Automorphismen aus G \ {Id} festgehalten werden. Setzt man m; = ord Gp, fiir
allei € {1,...,r}, dann gibt es fiir jedes ¢ € {1,...,r} genau % paarweise verschiedene Punkte
auf X, die unter der Operation von G &quivalent zu P, sind, und jeder dieser Punkte besitzt als
Stabilisator eine zyklische Untergruppe der Ordnung m;. Als Gesamtverzweigungsordnung von =

erhélt man also
B r |G‘ - B r 1
Bﬂ_;mi(mz 1)_|G|; -
Da X/G eine kompakte Riemannsche Flache vom Geschlecht ~ ist, folgt mit 3.1(a):
- 1
29 —2=1G|-(2v—2 : 1-—). O
s-2=al-r-2 el 3 (1)

Beweisidee von 3.1(c): Die Geschlechtsformel folgt direkt aus der Anwendung von 3.1(a) auf die
Belyi-Funktion :

29 — 2 = (2y —2)deg(3) + Bs

Dabei ist v das Geschlecht von P!, also v = 0. Der Grad deg(/3) der Belyi-Funktion als Quotien-
tenabbildung entspricht dem Index d der Untergruppe I' in A. Die Gesamtverzweigungsordnung
Bg der Belyi-Funktion £ ist gerade die Summe e(0y) + e(01) + e(0s) der Verzweigungsordnungen
aller Punkte tiber 0, 1 und co. O

4 Eine rationale Belyi-Kurve

4.1 Geschlechtsbestimmung

Theorem 4.1 ([KMSV14], Beispiel 5.7 und [Con15], T5.18) Sei v : A(3,3,5) — As der Epi-
morphismus, der die Dreiecksgruppe

N(3,3,5) = (w1, 9, 23 | 2} = 23 = 25 = 212003 = 1)
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auf die alternierende Gruppe As abbildet gemdyf3

pv(z1) = (132), pv(z2) = (354), pv(xs) = (12345).
Der Punktstabilisator A(3,3,5);1] = ¢y, (Staba, (1)) sei definiert gemdfs Definition 2.1. Dann gilt:
(a) Der Index des Punktstabilisators ist [A(3,3,5) : A(3,3,5);] = 5.
(b) Der Quotient des Punktstabilisators besitzt das Geschlecht g(/A(3,3,5);)\H) = 0.
(c) Der Quotient des Normalteilers besitzt das Geschlecht g(ker oy \H) = 5.

(d) Der Normalteiler ker v trdgt Marston Conders Bezeichnung T5.18 und besitzt die Prdsentation

3_ .3 2.2 2 _ 2.2 2 2
(T1, T2, 22 | T] = X5 = T1TaTg = TITITFT1X5 = T3THT7T5 = 1).

Beweis.

(a) Der Punktstabilisator besitzt den Index

d= [M : Stab]y[(l)} = [A5 . {m € A5 | 1" = 1}} = [A5 . A4] = 5.
(b) Fiir das Geschlecht g; = g(A(3,3,5);)\H) folgt aus Theorem 3.1(c):

291 —2=(0-2) 5+ (2+2+4)
g1 =0

(c) Fiir das Geschlecht go = g(ker ¢y \H) folgt aus Theorem 3.1(b):

1 1 1

S g =5

(d) Gemal3 Conders Liste [Con15] gibt es bis auf Isomorphie, Dualitédt/Trialitdt und Spiegelung
fiir die Dreiecksgruppe A(3,3,5) genau einen Normalteiler mit Faktorgruppe As und dieser
besitzt die Bezeichnung T5.18. |

4.2 Gleichung fiir A(3,3,5) — As

Definition 4.2 (Direkte Methode fiir Geschlecht-0-Kurven, [SV14], Beispiel 2.1) Sei 5: X — P!
eine Belyi-Funktion, die nur iiber {0, 1, oo} verzweigt ist. Dabei sei X eine kompakte Riemannsche Fld-
che mit Geschlecht g(X) = 0. Nach dem Satz von Belyi ist § somit eine rationale Funktion 3 € K (x),
wobei K C Q ein Zahlkérper ist, also eine endliche Erweiterung von Q. Die direkte Methode verwen-
det die zwei Ansatzgleichungen

_ Bolx)
=y
L Bi)

mit Polynomen By, 81, B € K[x]. Dabei gilt:
e das Polynom f3y beschreibt die Nullstellen von (3 inklusive Vielfachheit,
e das Polynom (3, beschreibt das Verzweigungsverhalten von [ iiber x = 1,
e das Polynom (3., beschreibt die Polstellen von (3 inklusive Vielfachheit.

Verwendet werden die Ansatzgleichungen in der zusammengefassten Form

Bo(2) = Boo(x) = Pr(2).
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Theorem 4.3 ([KMSV14], Beispiel 5.7 und Formel 5.13) Der Epimorphismus ¢y : A(3,3,5) —
As aus Theorem 4.1 induziert die Belyi-Funktion

B: P! 2 A(3,3,5) 1) \H — A(3,3,5)\H = P!
definiert durch

B(x) = 62° — 15z + 1023,
Es gibt

e die Nullstellen 371(0) = {0 5S4 ‘ﬁ mit der dreifachen Nullstelle 0,

7 4

H,_a

e die Eins-Stellen 3~ 1(1) = {17 -1+ 1£ } mit der dreifachen Eins-Stelle 1,

e cinen fiinffachen Pol fiir x = co: 37 1(c0) = {o0}.

Beweis. Die Riemannsche Fliache A(3,3,5);;)\H besitzt wegen Theorem 4.1(b) das Geschlecht
0 und ist somit isomorph zu P!. Die Belyi-Funktion 3: P! — P! lisst sich gemdR der direkten
Methode 4.2 aus dem Ansatz

Bo(x) Bi(x)
Boo(x)’ Boo ()

mit By, f1, Beo € K|[z] fiir einen Zahlkérper K C Q bestimmen. Das Verzweigungsdiagramm von 3
sieht so aus:

Blx) = Ble) —1=

A(3,3,5)p7\H : 33—0 x=a, x—b x_lx_c z=d T =00

N/

A(3,3,5)\ B(x) = o0

Abbildung 4.1: Verzweigungsdiagramm in Anlehnung an [KMSV14], Bild 19

Uber o liegt ein einzelner Punkt der Vielfachheit 5. Dieser fiinffache Pol von 3 wird von Gal(K /K)
festgehalten und kann als co gewdhlt werden. Damit kann 3 sogar als Polynom 3 € K|[z] realisiert
werden. Uber der 0 und der 1 liegen jeweils ein Punkt der Vielfachheit 3 und zwei Punkte der
Vielfachheit 1. Die Verzweigungspunkte {iber 0 bzw. 1 werden als 0 bzw. 1 gewéhlt. Damit gilt:

e Urbild von oo ist 371 (c0) = {oo} (finffach) = By (z) =1
e Urbild von 0 ist 571(0) = {0, a, b} (0 dreifach) = By(z) = 23(azz? + a17 + ap)

fiir geeignete Koeffizienten as, a1, a9 € K mit as # 0 (Polynomgrad ist 5), a; # 0 (Nullstellen sind
verschieden: a # b) und ag # 0 (0 ist eine dreifache Nullstelle). Weiter gilt:

e Urbild von 1ist 371(1) = {1,¢,d} (1 dreifach) = B1(z) = (z — 1)3(b22® + b1z + bp)

fiir geeignete Koeffizienten bo, b1,b9 € K mit b, # 0 (Polynomgrad ist 5), by # 0 (1-Stellen sind
verschieden: ¢ # d) und by + by + by # 0 (1 ist eine dreifache 1-Stelle). Der Ansatz 4.2 ergibt damit
die Gleichung

Po(x) = oo () = Br()
x3(a2x2 +arx+ag)—1=(x— 1)3(b2x2 + biz + by)
Koeffizientenvergleich fiihrt auf das lineare Gleichungssystem

az — by =0, a; — by +3by =0, ag — by + 3by — 3by =0,
3bg — 3by + by =0, by — 3bg = 0, bp—1=0
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mit der eindeutigen Losung
(GQ, ai, aop, b27 bla bO) = (65 _157 107 67 3a 1)
Somit lautet die Belyi-Funktion
B(x) = 23(6x* — 152 + 10)
=1+ (z—1)*62% + 3z + 1)
= 62° — 152 + 1023

Die Funktion j ist nur verzweigt {iber {0,1, 00}, da die Nullstellenmenge der Ableitung f/(z) =
302* — 6023 + 3022 = 3022 (x — 1)? genau {0, 1} ist. O

5 Eine elliptische Belyi-Kurve

5.1 Geschlechtsbestimmung

Theorem 5.1 Seien ¢1,p2: A(3,5,5) — As zwei Epimorphismen der Dreiecksgruppe A(3,5,5) =

(w1, 79,23 | 23 = 25 = 2§ = 112923 = 1) in die alternierende Gruppe As, die durch

pi(a1) = (123), o1(rz) = (12345), p1(as) = (15423),
pa(w1) = (124), po(ea) = (12345), gales) = (15243)

gegeben sind. Die Urbilder der Punktstabilisatoren gemdys Definition 2.1 seien mit

def

Uy = ¢ (Staba, (1)) und
Us < 05" (Staba, (1))
bezeichnet. Dann gilt:
(a) Der Index des Punktstabilisators ist jeweils [/\(3,5,5): Uy] = [A(3,5,5): Us] = 5.
(b) Die Quotienten der Punktstabilisatoren besitzen jeweils das Geschlecht g(U1\H) = g(U2\H) = 1.
(¢) Die Quotienten der Normalteiler besitzen jeweils das Geschlecht g(ker ¢1\H) = g(ker p2\H) = 9.
(d) Der Normalteiler ker @ trdgt Marston Conders Bezeichnung T9.39 und besitzt die Prdsentation

(21,20, 23 | 23 = 25 = 117273 = (xow3')? = x3aiaryriwsm) = 1).

(e) Der Normalteiler ker o, trdgt Marston Conders Bezeichnung T9.38 und besitzt die Prdsentation
(x1, 9,23 25 = 25 = z10903 = 23252103 = 1).

Beweis.

(a) Der Punktstabilisator besitzt in beiden Fillen den Index
d=[As:Staba, (1)] =[A5 : {oc € A5 |17 =1}] = [A5 : A4] = 5.

(b) Fiir das Geschlecht g; = g(U; 2\H) folgt aus Theorem 3.1(c):
201 —2=(0—-2)-5+(2+4+4)
g =1

(c) Fiir das Geschlecht g, = g(ker 1 o\H) folgt aus Theorem 3.1(b):

1 1 1

S g2=9

(d),(e) Nach [Con15] gibt es fiir die Dreiecksgruppe A(3,5,5) genau diese beiden Normalteiler
T9.39 und T9.38 mit Faktorgruppe A5 bis auf Isomorphie, Dualitdt und Spiegelung. a
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5.2 Gleichung fiir A(3,5,5) — As
Theorem 5.2
(a) Der in Theorem 5.1 definierte Epimorphismus ¢1: A(3,5,5) — Ay induziert die Belyi-Funktion
Bi: By = U \H — A(3,5,5)\H = P!
auf der elliptischen Kurve
Ei:y? 4 xy = 2> — 28x + 272

(Cremona-Klassifikation 150-A3, Antwerp 150C) mit 5-Torsionspunkt (—4, —16). Die (hier nicht
auf {0, 1, 00} normalisierte) Belyi-Funktion f3;: E; — P! ist definiert durch

Bi: (z,y) — —22° + 92+ 212+ (z + 13)y

und iiber {0,432, co} verzweigt. Die Divisoren von (31 und dem Differential df; lauten

div(p1) = 5[(—4,-16)] = 5[0,
div(dp1) =4[(—4,-16)] + 2[(2,14)] — 6 [O].
(b) Der in Theorem 5.1 definierte Epimorphismus p2: A(3,5,5) — As induziert die Belyi-Funktion

Ba: By = U\H — A(3,5,5)\H = P!

auf der elliptischen Kurve
By +y=a+22+2x+4

(Cremona-Klassifikation 75-C1, Antwerp 75C) mit 5-Torsionspunkt (2,4). Die (hier nicht auf
{0, 1, 00} normalisierte) Belyi-Funktion 3y: Ey — P! ist definiert durch

Bo: (z,y) b2 + 20 +12— (2 +7)y
und iiber {0, 27, 0o} verzweigt. Die Divisoren von 3, und dem Differential d 3, lauten

div(8) = 5[(2,4)] - 5[0,
div(dBy) = 4[(2.4)] + 2[(~1,~2)] — 6 0]

Beweis. Wegen Geschlecht 1 sind die Riemannschen Flachen U;\H und U, \H elliptische Kurven.
Die Bestimmung der Gleichung der elliptischen Kurven und der Belyi-Funktionen gestaltet sich hier
einfach, da die Dreiecksgruppe die spezielle Form A(3,n,n) besitzt.

Beide Falle (a) und (b) lassen sich gemeinsam betrachten. Sei E eine elliptische Kurve {iber C,
die so gewéhlt wurde, dass (0,0) € F gilt. Sei O € FE der Basispunkt. Dann kann die Belyi-Funktion
B so gewahlt werden, dass gilt:

e (3 hat eine 5-fache Nullstelle fiir (0,0) € F,
e (3 hat einen 5-fachen Pol fiir O € F,
e (3 hat keine weiteren Nullstellen und Pole.

Somit besitzt die elliptische Funktion 8 den Divisor
div(8) =5[(0,0)] = 5[0].

Nach [Sil86], Korollar I11.3.5 folgt daraus sofort 5 - (0,0) — 5 - O = O und damit 5 - (0,0) = O. Die
elliptische Kurve F besitzt also einen 5-Torsionspunkt (0, 0) und die meromorphe Funktion /3 heif3t
Weil-Funktion fiir den Torsionspunkt (0, 0). Elliptische Kurven mit 5-Torsionspunkt (0,0) werden
parametrisiert durch die modulare Kurve X, (5) und besitzen die Form

Ec: P+ (c+ Day + cy = 2° + ca®
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mit dem komplexen Parameter ¢ € C\ {0,—! + 2\/5}. Die Weil-Funktion 3 ldsst sich durch
verschiedene Ansétze bestimmen, beispielsweise durch Faktorisierung anderer elliptischer Funk-
tionen. So besitzt die Funktion

T.:& — P, T.(x,y)=—a°
den Divisor
div(T,) = 5[P] +5[-P] — 10[0O],
falls man abkiirzend P = (0, 0) schreibt. Die Funktion T ldsst sich zerlegen in ein Produkt

T(Q) = fe(Q) - fo(Q) = f(Q) - fo(—Q)

fiir alle Punkte ) € &.. Gemalfs Additionsgesetz auf der elliptischen Kurve &, gilt fiir das additive
Inverse

—(20,90) = (w0, —yo — (¢ + 1)zp — ¢).
Die Funktion T, wird damit zerlegt in ein Produkt von zwei Funktionen mit Divisoren

div(f.) =5
div(f.) =5
Die Zerlegung lautet

—z° = fe(z,y) - fc(xay)

= fe(z,y) - fe(w,—y = (c+ Dz —¢)
=[-2®+ay+y] [-(c+2)2> - 2c+y+ Dz —y—]

[P]—5[O0] und

Man erhilt diese Faktorisierung aus dem Ansatz f.(z,y) = Ax? + Bx + Cy + Dxy und Koeffizien-
tenvergleich, falls man héhere Potenzen als 22 mit Hilfe der Definitionsgleichung der elliptischen
Kurve &, durch kleinere Potenzen ersetzt. Im Ergebnis erhélt man, dass die elliptische Kurve

iy + (c+ Day + cy® = 2 + ca?

den 5-Torsionpunkt P = (0,0) mit Weil-Funktion
felw,y) = =2 + 2y +y

und Divisor
div(fe) = 5[P] = 5[0]

besitzt. Das Differential df,. besitzt dann den Divisor
div(df.) = 4[P] 4 [B1] + [B2] — 6 [O]

mit zwei weiteren Verzweigungspunkten B, B, € &.. Damit f. eine Belyi-Funktion ist, miissen
diese beiden Verzweigungspunkte zusammenfallen: B; = B,. Diese Bedingung ist nur erfiillt fiir

_ 4. . . . T 9 0 X *4
e ¢ = —3: Die Substitution (y) — (9 27) (y) + (16) erzeugt 5_% — Fi, f_% — B
und daraus folgt Teil (a).

1. N T 9 0 T 2
e ¢ = 3: Die Substitution <y) — <18 27) <y> + <4> erzeugt £ — Ey, fi +— [ und
daraus folgt Teil (b).

Die Zuordnung der ¢-Werte zu Teil (a) oder Teil (b) kann beispielsweise {iber die Betrachtung der
Belyi-Graphen erfolgen. ad
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