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Vorwort

Diese Diplomarbeit behandelt eine Fragestellung aus einem Arbeitsgebiet, das erst in den letzten
zwanzig Jahren entstanden ist und Querverbindungen zwischen Begriffen wie Uniformisierungs-
theorie, Fuchssche Gruppen, Riemannsche Flichen, Grothendiecks Dessins d’enfants (Kinderzeich-
nungen), Teichmiillerrdume und sogar Inverse Galoistheorie herstellt.

Herausgegriffen wurde ein Problem, fiir welches Prof. J. Wolfart von der Johann Wolfgang
Goethe-Universitét Frankfurt /M. vor etwa zwei Jahren meine Aufmerksamkeit weckte. Es sollte die
Fragestellung untersucht werden, welche Fuchsschen Dreiecksgruppen alternierende Faktorgruppen
besitzen.

Dabei stellte sich recht schnell heraus, dass die Untersuchungen in der Literatur zu dieser Fra-
gestellung bisher vor allem Existenzaussagen lieferten, die fiir jede Fuchssche Gruppe beispielsweise
die Existenz einer Schranke N garantieren, so dass fiir alle n > N stets ein Epimorphismus in die
alternierende Gruppe A,, existiert.

Ganz aufer Acht gelassen wurden dabei meist kleine Beispiele und weiterfithrende Fragestel-
lungen dazu. In dieser Diplomarbeit werden Methoden entwickelt, die es erlauben, in Fuchsschen
Dreiecksgruppen effizient zu rechnen. Weiterhin wird am Beispiel einer konkreten Dreiecksgruppe
gezeigt, wie entschieden werden kann, ob die Kerne von Epimorphismen in dieselbe alternierende
Gruppe in der Gruppe PSL(2,R) zueinander konjugiert sind. Diese Aufgabenstellung korrespon-
diert also mit dem Wunsch, zueinander nicht isomorphe Riemannsche Fldchen mit derselben alter-
nierenden Automorphismengruppe zu finden, die einen vorgegebenen Verzweigungstyp besitzen.

Im ersten Kapitel wird eine Einfithrung in diese Fragestellungen gegeben, auflerdem ist eine
ausfithrliche Literatursicht angefiigt. Das zweite Kapitel zeigt allgemeine Eigenschaften der al-
ternierenden Gruppen auf, die anschlieBend zur Entwicklung von Methoden verwendet werden,
alternierende Faktorgruppen fiir eine vorgegebene Dreiecksgruppe zu finden. Zur Erarbeitung des
Abschnitts iiber die Genus formula mdchte ich besonders Marston Conder (New Zealand Institute
of Mathematics and its Applications, Neuseeland), Robert Guralnick (University of Southern Ca-
lifornia, USA) und Wilson Stothers (University of Glasgow, GB) danken, die mir mit Hinweisen
zu Beweisideen zur Seite standen.

Das dritte Kapitel ist das umfangreichste. Es wird eine Darstellung von Dreiecksgruppenele-
menten hergeleitet, die es ermoglicht, effizient Berechnungen auf dem Computer durchfithren zu
konnen. Im vierten Kapitel wird das Hauptresultat dieser Ausarbeitung bewiesen. Es wird die Exi-
stenz von zwei zueinander nicht isomorphen Riemannschen Fliachen gezeigt, die beide mit Hilfe von
Normalteilern der (3, 5, 5)-Dreiecksgruppe erzeugt werden und dieselbe Automorphismengruppe As
besitzen.

Wahrend der zweijdhrigen Bearbeitung dieser Fragestellungen gab es per E-Mail mehrere Kon-
taktaufnahmen mit Autoren der verwendeten Literatur. Besonders bedanken méochte ich mich fiir
die ausfiihrlichen Erklirungen bei David Singerman (University of Southampton, GB), Maria Chia-
ra Tamburini (Catholic University Brescia, Italien), Brent Everitt (University of York, GB), Wilson
Stothers (University of Glasgow, GB) und Robin Hartshorne (University of California, Berkeley,
USA). Fiir seine Hilfsbereitschaft bei der Losung meiner GAP-Probleme danke ich Alexander Hul-
pke (Colorado State University, USA).

Weiterhin bedanke ich mich bei meinen beiden Betreuern, Herrn Prof. G. Stroth, und Herrn
Prof. J. Wolfart, die stets bemiiht waren, meine Losungsansétze kritisch zu priifen und immer eine
hilfreiche Idee anbieten konnten.

Einen besonderen Dank mochte ich meiner Frau Alena aussprechen. Ohne ihre Unterstiitzung
und ihr Versténdnis hétte ich diese Ausarbeitung nicht in der vorliegenden Form erstellen kénnen.

Halle, im Dezember 2003



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 2

Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung 3
1.1 Faktorgruppen Fuchsscher Gruppen . . . . . . ... ... ... ... ... ..... 3
1.2 Ergebnisse in der Literatur . . . . . . .. .. .. oo oL 4

2 Alternierende Faktorgruppen 8
2.1 Eigenschaften der alternierenden Gruppen . . . . . . . . ... ... ... ... ... 8
2.2 Untergruppenketten . . . . . . . . . L 11
2.3 Die Genus formula . . . .. ... L 13
2.4 Die Genus formula als Transitivitdtskriterium . . . . . . . . ... ... .. ... .. 17
2.5 Computergestiitzte Suche nach alternierenden Faktorgruppen . . . . .. ... ... 18

3 Dreiecksgruppen als Transformationsgruppen der hyperbolischen Ebene 21
3.1 Hyperbolische Geometrie . . . . . . . .. . .. L L 21
3.2 Fuchssche Gruppen . . . . . . . . . . L 24
3.3 Definition und Konstruktion von Dreiecksgruppen . . . . . .. ... .. ... ... 26
3.4 Darstellung von Dreiecksgruppen . . . . . . . . . . ... 31
3.5 Quaternionen-Algebren . . . . .. ..o 39
3.6 Anwendung der effizienten Rechenmethoden . . . . . . .. ... ... ... ... .. 49
3.7 Konjugiertheitsbetrachtungen . . . . . . . . . . .. ... Lo 52

4 Arithmetische Dreiecksgruppen 58
4.1 Konstruktion arithmetischer Dreiecksgruppen . . . . . . . . .. ... ... ... .. 58
4.2 Der nicht-arithmetische Fall . . . . . . ... ... 000 oo 64

4.3 Der arithmetische Fall . . . . . . . . . .. .. ... 65



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 3

1 Einleitung

In diesem Kapitel wird eine Einfiihrung in die Fragestellungen der Diplomarbeit gegeben. Obwohl
zum tiefen Verstdndnis der Bedeutung der Untersuchungen eine Vielzahl an Begriffsbildungen
notwendig ist, wird hier ein Einblick gewihrt.

Dies impliziert, dass ausgewéhlte Definitionen spéaterer Kapitel unmotiviert vorweggenommen
werden. Mir schien dieser Zugang aber der eingéingigste zu sein. Auch wird ein kurzer historischer
Abriss der bisher erzielten Ergebnisse, auf die sich diese Ausarbeitung stiitzt, prisentiert.

1.1 Faktorgruppen Fuchsscher Gruppen

Diese Einleitung basiert mafigeblich auf [Con01] und [Bea83|. Eine Riemannsche Fliche ist ei-
ne zusammenhéngende zweidimensionale Mannigfaltigkeit, die mit einer komplexen analytischen
Struktur (Atlas genannt) versehen ist. Ein Automorphismus einer Riemannschen Fliche X ist ein
Homdéomorphismus f: X — X, der die lokale analytische Struktur beibeh#lt. Wie iiblich bilden
die Automorphismen von X beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Gruppe, die Automor-
phismengruppe Aut X.

Eine Riemannsche Fliche kann mit dem Bahnenraum H?/A der Operation eines Normalteilers
A identifiziert werden, der mit endlichem Index in einer diskreten Untergruppe I" von PSL(2,R)
enthalten ist, die auf der oberen komplexen Halbebene H? operiert. Die obere komplexe Halbebene
wird dabei als Modell fiir die hyperbolische Ebene angesehen. Die Faktorgruppe I'/A ist dann
isomorph zu der Automorphismengruppe Aut X.

Verbunden mit der Operation der diskreten Gruppe I' auf H? ist der Fundamentalbereich F =
F(T). Dies ist eine abgeschlossene Menge, deren Bilder unter I bis auf Randpunkte disjunkte
Durchschnitte besitzen und H? vollstindig iiberdecken.

Ist die Riemannsche Fliche X = H?/A kompakt, so besitzt der Fundamentalbereich von I' nur
endlich viele Seiten. In diesem Fall existiert eine Darstellung von I" der Form

e ¥
I'=(z1,...,2Tc,a1,b1,...,ay,by |2 = - =atc =1, HxlvH[aj,bj} =1)
i=1  j=1

mit den elliptischen Erzeugern xy,xs,...,z. und den hyperbolischen Erzeugern ai,by,...a,b,,
dabei heifit v Geschlecht von I'. Solch eine diskrete Gruppe heiit Fuchssche Gruppe mit der Si-
gnatur (y;mi,...,me), 2 < mg < -+ < me. Die Exponenten m; sind dabei die Ordnungen der
Verzweigungspunkte von X.

Der hyperbolische Flicheninhalt p(F') des Fundamentalbereiches F' = F(T") berechnet sich nach
der Vorschrift

M(F):27r<2’y—2+i(l—nlli>>.

i=1
Die wohlbekannte Riemann-Hurwitz-Formel sagt

27 (29 — 2)
A=)

aus, wobei g das topologische Geschlecht der Riemannschen Fliche X ist. Insgesamt erhélt man
daraus den oft verwendeten Zusammenhang

. 1
2g — 2 = |Aut X]| [27—2+Z(1—m>].

=1

Der Ausdruck in den eckigen Klammern besitzt als kleinsten positiven Wert die Zahl 4—12, der genau

fir v = 0, r = 3 und {my,m2,ms} = {2,3,7} angenommen wird. Dies fithrt zu der folgenden
Aussage.

Theorem 1.1 (Hurwitz, 1893) Ist X eine kompakte Riemannsche Fliche vom topologischen
Geschlecht g > 1, dann ist |Aut X| < 84(g — 1). Weiterhin wird diese obere Schranke fiir die
Anzahl der Automorphismen genau dann angenommen, wenn Aut X ein homomorphes Bild der
(2,8,7)-Dreiecksgruppe

A2,3,7) = (z,y,z|2” = y° = 2T =ayz = 1)

1st.
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Wegen dieses Ergebnisses werden alle nicht-trivialen endlichen Faktorgruppen der (2,3,7)-Dreiecks-
gruppe als Hurwitz-Gruppen bezeichnet. Davon ausgehend kann man allgemein Dreiecksgruppen
als die folgende Teilmenge der Fuchsschen Gruppen definieren.

Definition 1.2 Fine Dreiecksgruppe ist eine Fuchssche Gruppe mit Signatur (0;my, ma, ms);
sie besitzt also eine Prdsentation der Form

(T,y, 2[2™ =y™ = 2" =ayz = 1),

wobei die Exponenten die Bedingung !

1 1 1
—+—+—<1
mi mo ms

erfillen. Als Bezeichnung wird im folgenden A(mq,ma,m3), 2 < my < mgy < mg, verwendet.

1

Bemerkung 1.3 Wegen zyz = 1 = z = y~'a~! ldsst sich die Relation 2™ = 1 schreiben als
(y~la!

y tam)ms =1 baw. (xy)™3 = 1. Somit kann man die reduzierte Prdisentation
A(my,ma,ms) = (z,y 2™ =y™ = (zy)™ =1)
fiir Dreiecksgruppen verwenden.
In dieser Diplomarbeit soll die folgende Fragestellung untersucht werden:
Wann tritt A,, als homomorphes Bild von Dreiecksgruppen auf?
Diese Frage ldasst sich auch anders formulieren:

Welche alternierenden Gruppen lassen sich von zwei Elementen z, y erzeugen, die die
Relationen 2™ = y™2 = (xy)™3 = 1 fiir vorgegebene Exponenten mj, mo und mg
erfiillen ?

Nach den obigen Ausfithrungen ist dies dquivalent zur Suche nach kompakten Riemannschen
Flidchen, deren Automorphismengruppe eine alternierende Gruppe ist. Hierbei soll es nicht un-
bedingt darum gehen, diese Flichen zu berechnen, sondern vielmehr nur darum, ihre Existenz
und Eigenschaften anzugeben. Nach [Wol01] ist es in der Regel aussichtslos, fiir eine Fliche vom
Geschlecht g > 1 die Uberlagerungsgruppe A etwa durch prizise Angabe ihrer Erzeugenden in
Form von Matrizen angeben zu wollen oder umgekehrt fiir eine in Matrixform gegebene Fuchssche
Gruppe A ein Modell fiir die Riemannsche Fliche H?/A in Form von definierenden Gleichungen
zu bestimmen.

Werden Epimorphismen gefunden, die eine Dreiecksgruppe auf eine alternierende Gruppe ab-
bilden, so ist sofort interessant, wie viele wesentlich verschiedene es gibt. Wesentlich verschieden
heilen dabei zwei Epimorphismen, die nicht durch Nachschalten eines Automorphismus der alter-
nierenden Gruppe auseinander hervorgehen. Nur in diesem Fall sind die Kerne der Epimorphismen
voneinander verschieden. Ob die zugehorigen Riemannschen Fléchen zueinander isomorph sind,
hingt davon ab, ob die Kerne in der Gruppe PSL(2,R) zueinander konjugiert sind. Die Frage
der Konjugiertheit ist also der Schliissel dazu, wie viele nicht-isomorphe Riemannsche Flachen mit
vorgegebener Automorphismengruppe A,, und festgelegtem Verzweigungstyp existieren.

1.2 Ergebnisse in der Literatur

Die ersten Untersuchungen, welche Eigenschaften Erzeuger von alternierenden Gruppen besitzen
miissen, wurden von G. A. Miller durchgefiihrt. Er publizierte 1901 folgendes Resultat:

Theorem 1.4 (Miller [Mil01]) Jede alternierende Gruppe mit der Ausnahme von As, Ag, Az,
Ag und jede symmetrische Gruppe mit der Ausnahme von Ss, S und Sg kann von zwei Elementen
z, y mit 22 = y> = 1 erzeugt werden.

Somit war gezeigt, dass bis auf vier Ausnahmen alle alternierenden Gruppen Faktorgruppen der
modularen Gruppe I' = (x,y | 2% = y® = 1) sind.

Seit den klassischen Arbeiten von A. Hurwitz {iber die Automorphismen von kompakten Rie-
mannschen Flichen sind die A(2, 3, 7)-Dreiecksgruppe, ihre Faktor- und Untergruppen von grolem
Interesse. A. M. Macbeath erzielte folgendes Resultat.

IDiese Bedingung folgt aus der Voraussetzung, dass die zugrundeliegende Geometrie hyperbolisch ist und der
Fliacheninhalt des Fundamentalbereiches positiv sein muss.
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Theorem 1.5 (Macbeath [Mac69]) Die PSL(2,q) ist genau dann eine Hurwitz-Gruppe, falls
(i) ¢ =17 oder
(i) q = p fiir eine Primzahl p mit p = +1 (mod 7) oder

(iii) q = p? fiir eine Primzahl p mit p = £2 oder p = +3 (mod 7) gilt.

Zur Untersuchung der Untergruppenstruktur der unendlichen Dreiecksgruppe A(2,3,7) ist die
Genus formula als notwendiges Kriterium seit langem bekannt.

Lemma 1.6 (Genus formula) Damit die Dreiecksgruppe /\(2,3,7) eine Untergruppe vom Index
n besitzt (oder eine transitive Permutationsdarstellung vom Grad n), miissen natirliche Zahlen d,
e, f und g existieren mit

n =84(d — 1) + 2le + 28 f + 36g.

W.W. Stothers untersuchte die Untergruppen von A(2,3,7) und erhielt das bemerkenswerte Re-
sultat, dass die Genus formula bis auf drei Ausnahmen auch eine hinreichende Bedingung fiir die
Existenz einer Untergruppe darstellt.

Theorem 1.7 (Stothers [Sto77]) Als Spezifikation wird im folgenden ein 5-Tupel (n,d, e, f, g)
von nichtnegativen ganzen Zahlen bezeichnet, welches n = 84(d — 1) + 21e + 28 f + 36g erfillt.

Jede Untergruppe U < A(2,3,7) mit Index n besitzt einen Fundamentalbereich mit e (bzw. f,
g) nichtiquivalenten elliptischen Ecken der Ordnung 2 (bzw. 3, 7), und die korrespondierende
Riemannsche Fliche besitzt das Geschlecht d, welches durch die Genus formula festgelegt ist. Als
Spezifikation einer Untergruppe von A(2,3,7) sei das 5-Tupel (n,d, e, f,g) bezeichnet.

Mit Ausnahme der drei Tupel (16,0,0,1,2), (21,1,1,0,0) und (36,1,0,0,1) gibt es fir jede
Spezifikation eine Untergruppe von A(2,3,7) mit dieser Spezifikation.

Ende der sechziger Jahre stellte Graham Higman die Vermutung auf, dass jede Fuchssche Gruppe
unter ihren homomorphen Bildern fast alle alternierenden oder symmetrischen Gruppen besitzt.
Fast alle soll hier stets im Sinne von alle bis auf eine endliche Anzahl von Ausnahmen bedeuten.

Er entwickelte im weiteren eine Methode, diese Vermutung fiir die Gruppe A(2,3,7) beweisen
zu konnen, die auf der Konstruktion einer unendlichen Familie von Nebenklassengraphen basierte.
Es gab jedoch nie eine Verdffentlichung seiner damals vollig neuartigen Gedanken. Erst sein Schiiler
M.D.E. Conder griff seine Methode auf und konnte damit das folgende Resultat erzielen.

Theorem 1.8 (Conder [Con80]) Fiir n > 167 ist die alternierende Gruppe A, eine Hurwitz-
Gruppe.

In den nachfolgenden Jahren verallgemeinerte er seine Resultate auf weitere Dreiecksgruppen.

Theorem 1.9 (Conder [Con81])

(i) Fir jedes feste k > T sind sind fast alle alternierenden Gruppen A, Faktorgruppen von
A(2,3,k).

(i) Bis auf endlich viele Ausnahmen kann jede alternierende Gruppe von zwei Elementen wu,v
mit u? = v* = 1 erzeugt werden.

Theorem 1.10 (Conder [Con88])
(i) Fir fast alle positiven ganzen Zahlen n treten sowohl A, als auch S, als homomorphe Bilder
der Gruppe G®%% = (A, B,C| A = BS = C® = (AB)? = (BC)? = (CA)? = (ABC)? = 1)
auf.

(i) Fiir fast alle positiven ganzen Zahlen n ist sowohl A, als auch Sy eine Faktorgruppe von
£(216.5) = o 112 =15~ (12)° = )

Qaiser Mushtaq erweitert diese Ergebnisse zusammen mit Gian-Carlo Rota und Herman Servatius
auf grofere Familien von Dreiecksgruppen.

Theorem 1.11 (Mushtaq, Rota [MR92]) Fir fast alle natiirlichen Zahlen n ist A, homomor-
phes Bild von A(2,k,1) mit geradem k, k > 6 und | > 5k — 3.
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Theorem 1.12 (Mushtaq, Servatius [MS93]) Als erweiterte Dreiecksgruppe sei

A*2,pq) = (myt]a®=yP = (ay)! =1" = (at)’ = (yt)> = 1)
= (myl® =y’ =(y)!=1)x t|t*=1)
A (2,p,q) = A2,p,q) x (t|t*=1)

bezeichnet, dann gilt
(i) Firq > 57 ist entweder A, oder S, homomorphes Bild von AN*(2,5,q) fir allen > 4-57-58.

(i) Ist p Primzahl, p > 7, ¢ > 3p + 2, so ist entweder A, oder S, homomorphes Bild von
A*(2,p,q) fiir alle n > 2q(2q + 1).

(i1i) Ist p Primzahl, 25 < p < q, so ist entweder A,, oder S, homomorphes Bild von N*(2,p,q)
fiir alle n > [2q — 16][(2¢ + 1) — 16].

Nachdem M.D.E. Conder seit Ende der siebziger Jahre die Ideen Higmans weiterentwickelt hatte,
griff Conders Schiiler Brent Everitt die urspriingliche Fragestellung von Graham Higman erneut
auf und konnte im Laufe der neunziger Jahre die folgenden Ergebnisse erzielen.

Theorem 1.13 (Everitt [Eve94]) Fiir alle r > 6 sind fast alle alternierenden Gruppen A,, Fak-
torgruppen von A(2,4,r).

Theorem 1.14 (Everitt [Eve97]) Eine Gruppe mit endlicher Prisentation besitze die Eigen-
schaft ‘H, falls eine natiirliche Zahl N > 1 ezistiert, sodass entweder A, oder S, homomorphe
Bilder von G fir alle n > N sind. Dann gilt

(i) Fiir r > 40 besitzt die Gruppe A(3,5,7) die Eigenschaft H.

(i) Fir jede Primzahl ¢ > 7 und jede Zahl r > 4q besitzt die Gruppe A(3,q,r) die Eigenschaft
H.

Im Jahr 2000 gelingt ihm sogar der vollstdndige Beweis der iiber 30 Jahren bestehenden Vermutung
Higmans.

Theorem 1.15 (Everitt [Eve00]) Jede Fuchssche Gruppe besitzt unter ihren homomorphen Bil-
dern fast alle alternierenden Gruppen.

Er gibt sogar eine Berechnungsvorschrift an, mit der man fiir eine vorgegebene Fuchssche Gruppe
eine Schranke N bestimmen kann, sodass fiir alle n > N die alternierende Gruppe A,, homomorphes
Bild der Fuchsschen Gruppe ist. Als einziger Wermutstropfen sei hier genannt, dass die Schranke
N im allgemeinen sehr grofl und in den seltensten Fillen scharf ist.

Alle hier genannten Publikationen nutzen ausschliefllich die Eigenschaften der alternierenden
Gruppen und der Nebenklassengraphen Fuchsscher Gruppen aus und beziehen die Ergebnisse nicht
auf Automorphismengruppen Riemannscher Fliachen.

Prof. J. Wolfart und Manfred Streit gehen in [SWO00] einen Schritt weiter, allerdings werden
nicht Epimorphismen in alternierende Gruppen, sondern in semidirekte Produkte multiplikativer
zyklischer Gruppen der Form

G=7Z,x Zy,

betrachtet, wobei p,q > 3 Primzahlen sind, die die Bedingungen ¢ # 7 und p = 1 mod q erfiillen.
Weiterhin wird vorausgesetzt, dass Z, auf dem Normalteiler Z, durch

b lab = a*

operiert, wobei a bzw. b Erzeuger von Z,, bzw. Z; und u eine feste prime Restklasse der Ordnung
q in (Z/pZ)* ist. Folgendes Resultat haben die Autoren erzielt.

Theorem 1.16 (Streit, Wolfart [SWO00])

1. Es gibt g — 1 verschiedene Normalteiler Ny der Dreiecksgruppe A\(p,q,q), s € (Z/qZ)* mit
Faktorgruppe

A(p,q,9)/Ns = G.

Unter diesen Normalteilern Ny gibt es (p — 1)/2 Konjugiertheitsklassen in PSL(2,R).
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2. Es gibt (¢ — 1)(q¢ — 2) verschiedene Normalteiler N, ¢, der Dreiecksgruppe N(q,q,q) mit
Faktorgruppe

A(Q? q7 Q)/Nn,tﬂ) = G7
wobei die Indizes n,t,v € (Z/qZ)* die Bedingung
n+t4+v=0 mod ¢q

erfillen. Zwei Normalteiler Ny, 1., und Ny, 5. sind genau dann PSL(2,R)-konjugiert zuein-
ander, falls (n,t,v) eine Permutation von (m,s,w) ist. Es gibt ¢ — 1 Konjugiertheitsklassen
von Gruppen der Form Ny ., und (¢ — 1)(q — 5)/6 Konjugiertheitsklassen der Normalteiler
Npt.o mit paarweise verschiedenen Indizes.
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2 Alternierende Faktorgruppen

In diesem Kapitel werden mit gruppentheoretischen Begriffsbildungen allgemeine Eigenschaften
der alternierenden Gruppen aufgezeigt, die spater dazu benutzt werden kénnen, alternierende Fak-
torgruppen vorgegebener Dreiecksgruppen zu finden.

Zuriickgefiihrt wird die Suche nach Epimorphismen in eine Gruppe A4,, zuerst auf die Suche nach
einer Untergruppe vom Index %' und dann sogar auf eine Untergruppe vom Index n mit speziellen
Eigenschaften. Da generell Algorithmen fiir die Aufzdhlung von Untergruppen von unendlichen
Gruppen, die nur durch Erzeuger und Relationen gegeben sind, umso schneller ablaufen, je kleiner
der Index der zu findenden Untergruppe ist, kann man beim Ubergang von %‘ zu n erhebliche
Geschwindigkeitsvorteile verzeichnen.

Mit Hilfe von Schlussfolgerungen aus der sogenannten Genus formula (Geschlechtsformel) wird
es moglich, fiir eine vorgegebene Dreiecksgruppe A(p, ¢,r) mit Primzahlen p, ¢, r natiirliche Zahlen
n zu ermitteln, fiir die es keinen Epimorphismus A(p, ¢, 7) — A,, gibt, ohne auf einen Algorithmus
angewiesen zu sein, der Untergruppen aufzihlt.

Am Ende dieses Kapitels wird aufgezeigt, wie die vom gruppentheoretischen Computeralgebra-
Programm GAP zur Verfiigung gestellten Algorithmen dazu benutzt werden kénnen, alternierende
Faktorgruppen von Dreiecksgruppen effizient zu finden.

2.1 Eigenschaften der alternierenden Gruppen

Zuniichst erfolgt eine Definition der gruppentheoretischen Grundbegriffe. In diesem Zusammenhang
werden auch gleich die verwendeten Notationen aufgezeigt.

Definition 2.1 Sei G eine Gruppe und ) eine Menge. Dann operiert G auf (), falls jedem Paar
(w,g9) € Q@ x G genau ein Element w9 € Q zugeordnet ist, sodass die folgenden Bedingungen erfillt
sind:

(i) wr =w fir 1 =1g und alle w € Q,
(i1) (w®)Y = w™ fir alle z,y € G und alle w € Q.

Die Operation heifit treu, falls nur das Finselement von G alle Elemente aus Q festlisst. Fine
treue Operation wird auch als Permutationsdarstellung bezeichnet.

Die Operation heifit transitiv, falls fir je zwei Elemente wi,wy € Q ein g € G mit W) = wy
existiert.

Eine nichtleere Teilmenge A C Q heifst Block oder Imprimitivitdtsgebiet, falls fir alle g € G
gilt:

AILA=ANINA=0.
Die Operation heif$t primitiv, falls kein Block A mit 1 # |A| # || existiert; andernfalls heifit sie
imprimitiv.
Ist w € Q, so nennt man G, = {g € G|w? = w} den Punktstabilisator von w.

Im folgenden sollen wichtige Figenschaften der alternierenden Gruppen herausgearbeitet werden.

Definition 2.2 Mit A,, sei die alternierende Gruppe vom Grad n bezeichnet. Jedes Element o
von A, stellt eine Permutation von {1,...,n} dar, die sich als Produkt einer geraden Anzahl von
Transitionen schreiben ldasst. Ist i € {1,...,n}, so wird mit a(i) das Bild des Elementes i unter
der Permutation o € A,, bezeichnet.

Lemma 2.3
(i) Die alternierende Gruppe A, operiert auf der Menge Q ={1,...,n}.
(i) Firmn > 3 ist diese Operation transitiv.

(i1i) Firn > 4 ist diese Operation primitiv.

Beweis.

(i) Jedes Element a € A, stellt eine Permutation der Elemente von  dar, dadurch wird die
Gruppenoperation direkt beschrieben. Als Schreibweise wird auch hier ¢* := «(i) verwendet.
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(i)

(iii)

Seien i,j € € beliebig gewihlt. Falls i = j, so gilt i' = j. Ansonsten existiert wegen n > 3
ein k € Q\ {i,j} und es gilt i7%) = j mit (ijk) € A,.

Dies folgt aus [KS98] 4.2.4 und 4.3.2. O

Lemma 2.4 Sei X C A, definiert durch X = {a € A, |a(n) = n}. Dann gilt
(i) X < A,,
(1) X 2 Ap_q.

Beweis.

(1)

(i)

id € X = X # @. Seien z1,29 € X beliebig gegeben. Da z1(n) = n = x2(n), gilt auch
(x122)(n) = z1(x2(n)) = z1(n) = n und somit z1z2 € X. Aus z1(n) = n folgt sofort
7 (n) = n und somit z;' € X.

Sei die Abbildung % : A,_1 — X durch

1 2 ... n—-1 1 2 ... n—1 n

11 12 e In—1 11 12 e In—1 n
definiert. Da sich jedes o € A, _1 als Produkt von gerade vielen Transpositionen schreiben
lasst, gilt wirklich stets (o) € X, das heifit, alle Bilder von v liegen in X.

Die Injektivitédt von ¢ ist klar.

Sei x = (g}1 3022 ot Z) € X beliebig gewahlt, z; € {1,...,n—1} firi € {1,...,n —1}.
Da x € X C A, lisst sich jedes = als Produkt von gerade vielen Transpositionen schreiben.
Wegen z(n) = n ldsst sich eine Transpositionsdarstellung von z finden, in der n nicht vor-

kommt. Somit stellt diese Transpositionsdarstellung von x auch ein Element o« € A,,_; dar
und es gilt ¥(a) = z. Damit ist ¢ auch surjektiv und stellt somit eine Bijektion dar. O

Definition 2.5 Fiir jedes natiirliche n soll mit A,_1 die im Lemma 2.4 definierte Untergruppe
X < A, bezeichnet werden, die zu A, _1 isomorph ist.

Bemerkung 2.6 A, operiert transitiv auf {1,...,n}. A,_q ist dann gerade der Punktstabilisator
des Punktes n.

Definition 2.7 Sei G eine Gruppe mit Untergruppe U. Dann bezeichne

G/U={gUl|g € G}

die Menge der Linksnebenklassen und

U\G ={Ug|g € G}

die Menge der Rechtsnebenklassen von U in G.

Lemma 2.8 Die Rechtsnebenklassen von An,l in A, besitzen die Darstellung

An—lala cee 7An—1an7

wobei ay; € A, mit «; (i) = n.

Beweis. Allgemein gilt nach der Definition von Rechtsnebenklassen

Ap_\A, ={A,_1a|a € A,}.

Wihle & € A,, und sei m so gewéhlt, dass a(m) = n. Jedes Element in /Aln,lcl bildet dann das
Element m auf das Element n ab, da alle Elemente in A,,_1 das Element n fest lassen. Wahlt man

somit Elemente o; € A,, mit (i) = n fiiri € Q = {1,...,n}, so gilt A,_1\A, = {A,_10 |i € Q}.
0O

Lemma 2.9 Die Linksnebenklassen von An_l in A, besitzen die Darstellung

alAn717 R anAnfh

wobei a; € A, mit a;(n) = 4.
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Beweis. Der Beweis kann wie der Beweis des vorangegangenen Lemmas gefiihrt werden. O

Im folgenden soll ein wichtiger Zusammenhang zwischen Epimorphismen und Untergruppen dar-
gestellt werden. Die bestehende Aquivalenz bildet spéter die Grundlage fiir die Algorithmen, die
Epimorphismen von Dreiecksgruppen bestimmen.

Theorem 2.10 Sei ¢ : G — A, (n > 3) ein surjektiver Homomorphismus. Dann gilt
(i) G operiert transitiv auf {1,...,n}.
(i1) Fiir n > 4 operiert G primitiv auf {1,...,n}.

(i1i) Die Punktstabilisatoren Gy, ..., G, sind paarweise zueinander konjugierte Untergruppen von
G vom Index |G : G;| =n fir allei € {1,...,n}.

Beweis.

(i) Die Operation von G auf der Menge Q = {1,...,n} ist wie folgt definiert: 79 := (). Seien
1,7 € Q beliebig gewihlt. Da nach Lemma 2.3(ii) die Gruppe A,, transitiv auf Q operiert,
existiert ein a €  mit ¢® = j. Da ¢ surjektiv ist, existiert ein Element g € G mit ¢(g) = a.
Man erhélt i#(9) = j und damit i9 = j.

(ii) Nach Lemma 2.3(iii) operiert A, primitiv auf Q. Im folgenden wird angenommen, dass G
imprimitiv auf Q operiert. Dann gibt es einen Block A C  mit 1 # |A] # Q2] und

A #£A=AINA =g firalleg € G. (2.1)

Die Operation von G ist definiert durch A9 = A®W), Es gilt {¢(g)|g € G} = A,, da ¢
surjektiv ist. Somit folgt aus (2.1):

AY# A= ANA =2 firallea € A,.

Damit wire A auch ein Imprimitivitéitsgebiet fiir A,,, dies steht aber im Widerspruch zur
Primitivitdt der Operation der alternierenden Gruppe auf Q.

(iii) Nach [KS98] 3.1.5 gilt fiir jedes Element i € Q die Bahngleichung |i®| = |G : G;|, d.h. die
Lénge der Bahn von i ist gleich dem Index des Punktstabilisators G; = {g € G |9 =i}. Da G
transitiv auf (2 operiert, besitzt jede Bahn die Linge n. Somit folgt sofort |G : G;| = |i%| =n
fiir alle ¢ € Q).

Nach [KS98] 3.1.3 gilt fiir alle ¢ € £ und alle g € G stets (G;)? = G;o. Somit sind die n
Stabilisatoren paarweise konjugiert zueinander. O

Somit gilt stets: Hat man einen Epimorphismus ¢ : G — A, gefunden, so gibt es eine zugehorige
Untergruppe U < G vom Index n.

Hier soll allerdings der umgekehrte Weg gegangen werden. Fiir einen gegebenen Wert von n
werden alle Untergruppen U; < G vom Index n bestimmt. Nach dem folgendem Lemma hat man
damit alle transitiven Permutationsdarstellungen von G auf n Punkten gefunden. Anschlieend
muss durch weitere Uberlegungen ermittelt werden, welche der gefundenen Untergruppen Punkt-
stabilisatoren von Epimorphismen in die alternierende Gruppe darstellen.

Lemma 2.11 Die Suche der Untergruppen vom Index n ist dquivalent zur Suche der transitiven
Permutationsdarstellungen auf n Punkten. Das bedeutet konkret:

(i) U sei eine Untergruppe von G vom Index |G : U| = n. Dann operiert G auf den Rechtsne-
benklassen von U transitiv durch Multiplikation.

(i) Besitzt G eine transitive Permutationsdarstellung auf n Punkten, so existiert eine Untergrup-
pe U < G vom Index n.

Beweis.
(i) Sind Uz und Uy zwei Rechtsnebenklassen von U fiir z,y € G, so gilt
(Ux)m_ly =U(zxty) = Uy.

Damit ist die Operation transitiv.
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(ii) Wahlt man fir U den Punktstabilisator eines der n Punkte, so besitzt U wegen der Transi-
tivitéit der Operation den Index n, vergleiche dazu Theorem 2.10(iii). O

Beispiel 2.12 Mit Hilfe des Computerprogramms [GAP] erhdlt man fiir die Dreiecksgruppe
G =A(3,5,57) = (z,y|a® =¢° = (ay)” = 1)

die folgenden Resultate. G besitzt drei nicht zueinander kongjugierte Untergruppen vom Index n = 6,
diese besitzen die folgenden Erzeuger.

Uy = (zyzy 'y ety 2y tayaty, y 2ay?)
Uy = (y,zy 'z, zyzyz, zy’zy 'z~ ")
Us = (y,2 'y’ zyzyz, ayz'yz ")

Die Rechtsnebenklassen lauten wie folgt.

Ul\G = {Ulleya U1y2aU13/2177 U1937U192x2}
U2\G = {U2a U2$, U2$2, U233y7 Ugl'yl‘, UQZCyZ}
US\G = {U37 U3.’I], U3£L'2, USxy7 U3552il/» US:ny}

Nach Lemma 2.11(3) operiert G transitiv auf den Rechtsnebenklassen von U1\G durch Rechtsmul-
tiplikation. Nummeriert man die Rechtsnebenklassen von U1\G in der angegebenen Reihenfolge von
1 bis 6 durch, so operiert G auf der Menge {1,...,6} transitiv. Die Multiplikation der Rechtsne-
benklassen von Ui\G mit dem Erzeuger x lisst sich durch die Permutation (346) darstellen; die
Multiplikation mit y entspricht der Permutation (12354). Wegen ((346), (12354)) = Ag operiert G
auf {1,...,6} wie eine Ag. Es gibt somit einen Homomorphismus ¢ : G — Sg mit der Definition
w1(z) = (346), v1(y) = (12354) und der Figenschaft v1(G) = Ag.

Analog erhdlt man aus der Operation von G auf den Rechtsnebenklassen von U\G einen Ho-
momorphismus pe : G +— Sg mit der Definition o(x) = (123)(456), ¢2(y) = (24653) und der
FEigenschaft p2(G) =2 As.

Fiir die Operation von G auf den Rechtsnebenklassen von Us\G ergibt sich jedoch ein ganz
anderes Bild. Die Definition des Homomorphismus @3 : G — Sg durch p3(x) = (123)(465), ¢3(y) =
(24635) fiihrt zu w3(G) = As. Die Untergruppe Us < G besitzt zwar den Index 6, aber G operiert
auf den Rechtsnebenklassen von Us\G nicht wie eine Ag, sondern nur wie eine As.

2.2 Untergruppenketten

Lemma 2.11 bietet den Schliissel fiir die nachfolgenden Uberlegungen. Existiert ein Epimorphismus
p:G— Ay, so gilt also stets

N U <G,

wobei N = ker ¢ und U ein Punktstabilisator eines Punktes aus {1,...,n} mit |G : U| = n ist. Es
stellt sich im folgenden heraus, dass das Bild der Untergruppe U unter ¢ isomorph zu A, < A,
ist. Somit operiert U transitiv auf {1,...,n — 1}, und der Punktstabilisator eines Elementes dieser
Menge ist eine Untergruppe von U vom Index n — 1. Dieses Verfahren lésst sich fortsetzen, so dass
man als Resultat eine Untergruppenkette

N=Uy<xUs<Uy<...<U, =G
erhdlt mit p(U;) = A; firi € {2,...,n}.

Definition 2.13 Die Gruppe G operiere auf der Menge M, T sei das Tupel [t1,...,t;] C M. Als
Tupelstabilisator wird die Teilmenge

Gr =Gp,y,..0) =19 € Glg(ti) = t; fiir alledi € {1,...,k}}

bezeichnet, dies ist also die Menge aller Gruppenelemente, die jedes Element des Tupels festlassen.
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Lemma 2.14 Sei ¢ : G — H ein Epimorphismus, H operiere transitiv auf {1,...,n}, G operiere
auf {1,...,n} durch
i9 = i‘p(g),

U sei der Tupelstabilisator
U=Gr={geG|T'=T}
fiir das Tupel
T =[i1,... i) mit {ir,..., 0k} C{1,...,n}.
Dann ist p(U) = Hr.
Beweis.

(1) (U) C Hy: Sei h € p(U), d.h. h = ¢(u) fir ein u € U. Dau € U, gilt T% = T. Somit gilt
Th=T¢W =T% =T = h € Hr.

(ii) @(U) 2 Hp: Sei h € Hy, d.h. T" = T. Da ¢ surjektiv ist, existiert ein g € G mit ¢(g) = h.
Somit gilt 79 = T#9) = Th =T = h € p(U). o

Das folgende Korollar stellt das Hauptresultat der bisherigen Uberlegungen dar.
Korollar 2.15 Sei ¢ : G +— A, ein Epimorphismus, n > 3. Dann gilt
(i) G operiert transitiv auf {1,...,n} durch i9 =i¥9) (i € {1,...,n}).
(i) Die Untergruppe U = Gy, = {g € G|n9 = n} besitzt Index |G : U| = n.
fiii) Q(U) = Ayesy
(iv) Mit der Bezeichnung N = ker ¢ g¢ibt es eine Untergruppenkette
N=U<Us<Us<...<U, =G
definiert durch
Ui = Gln-1,...it2,i+1) firi €{2,...,n— 1}
mit den Eigenschaften
U;/N = o(U;) & A; (te{2,...,n}),
|U; - Ui—q| =i (i€{3,...,n}).
Beweis.

(i-ii) Diese Aussagen wurden schon im Theorem 2.10 gezeigt.
(iii) Mit Hilfe von Lemma 2.14 und Lemma 2.4 folgt sofort:
e(U) = o(Gy) = (An)in = An-1.
(iv) Zunichst gilt
p(Un) = (G) = Ay
o(Ui) = @(Gin,....i+1)) = (An)pn,..ip1) = Ag fir i € {2,...,n — 1},
Wegen ker ¢ C U; und ker ¢ < G gilt ker ¢ <1 U; und damit
U, /ker ¢ v, = Ui/N = o(U;).

U, =2im ¢

Wie im Beweis vom Theorem 2.10 wird auch hier die Aussage verwendet, dass die Lénge der
Bahn eines Punktes gleich dem Index des Punktstabilisators ist. Da U; auf {1,...,i} transitiv
operiert, gilt

|U; : Ui—1| = |U; : (Ul)[zﬂ = |Z'Ui =1 O

Durch einen Epimorphismus von einer Gruppe G in die alternierende Gruppe A,, entstehen also
zwei Untergruppenketten, die in G bzw. in A,, enthalten sind. Zwischen diesen Ketten bestehen
mehrere Zusammenhinge. Der Homomorphismus bildet die Elemente der einen Kette auf die der
anderen Kette ab. Betrachtet man in einer Kette zwei benachbarte Elemente, so ist die eine Gruppe
ein Punktstabilisator der anderen.
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2.3 Die Genus formula

Die Genus formula liefert fiir jede Dreiecksgruppe A(p, ¢, ) mit Primzahlen p, ¢, r ein notwendiges
Kriterium fiir die Existenz von Untergruppen bestimmter Indizes. Der klassische Beweis ist schon
iiber ein Jahrhundert alt. Damals wurde die Genus formula aus einer speziellen Form der Riemann-
Hurwitz-Formel fiir Riemannsche Flichen abgeleitet.

Einen vollig neuen Zugang lieferten 1988 Marston Conder und John McKay, die einen er-
staunlich einfachen Beweis einer Variante der Genus formula prasentierten. Sie ersetzten damit
kompliziertere Nachweisverfahren, die vorher sowohl von R. Ree, als auch von Feit, Lyndon und
Scott publiziert wurden. Die Referenzen auf diese Artikel befinden sich in [CMS88].

Zur Abrundung dieses Abschnitts wird ein Lemma angegeben, welches die Aquivalenz der zwei
Varianten der Genus formula mit Hilfe zahlentheoretischer Begriffsbildungen explizit noch einmal
aufzeigt. Damit wird klar, wie die beiden Varianten auseinander hervorgehen.

Die Erarbeitung dieses Abschnitts erforderte etwas Aufwand, da es keine Referenz gibt, die
beide Varianten im Vergleich darstellt. In diesem Zusammenhang mochte ich besonders Marston
Conder (New Zealand Institute of Mathematics and its Applications), Robert Guralnick (University
of Southern California) und Wilson Stothers (University of Glasgow) danken, die mir mit Hinweisen
zu Beweisideen zur Seite standen.

In der Literatur geben viele Autoren die Genus formula fiir die Dreiecksgruppe A(2,3,7) an.

Theorem 2.16 (Genus formula) Damit die Dreiecksgruppe /\(2,3,7) eine Untergruppe vom In-
dex n besitzt (oder eine transitive Permutationsdarstellung vom Grad n), miissen natirliche Zahlen
d, e, f und g existieren mit

n=84(d — 1)+ 2le + 28 f + 369.

Beweis. Dieser Beweis basiert auf einer privaten Kommunikation mit Robert Guralnick; eine
konkrete Literaturstelle kann leider nicht als Referenz angegeben werden. Angewendet wird eine
verallgemeinerte Version der Riemann-Hurwitz-Formel fiir nicht-galoissche Uberlagerungen. Man
betrachte eine Riemannsche Fldche, die an den drei Punkten 0, 1 und oo die Verzweigungsordnungen
2, 3 und 7 besitzt. Besitzt dann die Dreiecksgruppe A(2,3,7) eine Untergruppe vom Index n, so
existiert eine Uberlagerung vom Grad n der Riemannschen Fliche vom Geschlecht d und es gilt

2(d+n—1):%(n—e)—i—g(n—f)—kg(n—g)

fiir geeignete nicht-negative ganze Zahlen e, f und g. Dies ergibt

e 2f 6g n
2d—1) 4=+ 42 =
(d )+2+3+7 42’

was nach Multiplikation mit dem Hauptnenner sofort auf die Behauptung
n=384(d—1)+ 2le+28f + 36g

fithrt. O

Ein ganz anderer Beweisgedanke benutzt das folgende Theorem von Marston Conder und John
McKay, welches vorher bereits sowohl von R. Ree als auch von Feit, Lyndon und Scott bewiesen
wurde.

Theorem 2.17 (Conder, McKay [CM88]) G sei eine Permutationsgruppe auf der Menge Q
der Grifie n. G sei erzeugt von den Elementen g1, gs,...,gs, deren Produkt die Identitit sei. Falls
jeder Erzeuger g; fir 1 < i <s genau c; Zyklen besitzt und G auf Q) transitiv operiert, dann gilt

n(s—2)—ZCi+2ZO.
i=1

Als natiirliche Voraussetzung wird dabei s > 2 angenommen. Mit Zyklen werden sowohl 1-Zyklen
(Fixpunkte), 2-Zyklen (Transpositionen), 3-Zyklen usw. bezeichnet. Als direkte Folgerung aus die-
sem Theorem lésst sich fiir die Dreiecksgruppen der Form A(p, ¢, r) mit drei Primzahlen p, ¢, r ein
notwendiges Kriterium fiir die Existenz einer Untergruppe fiir einen vorgegebenen Index ableiten.
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Theorem 2.18 Besitzt die Dreiecksgruppe
Ap,q,r) =(z,y,2|a" =y? = 2" =ayz=1)

mit Primzahlen p, q, r eine Untergruppe vom Indezx n, so gilt

o-v 2]+ a0 2]+ oo |2 2202,

dabei ist [t] der ganzzahlige Teil der rationalen Zahlt (Gauf-Klammer).

Beweis. Mit der Untergruppe U vom Index n besitzt A(p,q,r) eine transitive Permutationsdar-
stellung auf den n Rechtsnebenklassen von U. Mit den Bezeichnungen aus Theorem 2.17 gilt

§=3,91=2,92=1Y, g3 = 2.

Da p eine Primzahl ist, kann der Erzeuger x nur eine Zyklendarstellung der Form 1p® besitzen (a
Fixpunkte und b Zyklen der Lénge p). Fiir die Gesamtanzahl der Zyklen von x erhilt man somit:

n

> i b} = i —b bl = i —bp—Dlt=n—(p—-1)|—

vz min fatbh= min {n—bp bk = min (0=~ )} =n == 1) |2
a>0,b>0 b>0

Analoge Uberlegungen sind fiir die Erzeuger y und z mdaglich, sodass man fiir die Summe der
Zyklenldngen insgesamt erhilt:

Sezm-von[2] a0 -c-o[}]

Somit folgt aus Theorem 2.17:

n<3—2>+2>§;ci>3n—<p—1> 2] -0 ]2 - -0

r
und damit
n n n
p—1 [}—i— q—1 [}—i— r—1 [}23n—n—2:2n—2.
e-1 |5 +@-1 |2 +r-D|2
Das ist die Behauptung. O

Marston Conder gibt in [Con80] an, dass fiir die Dreiecksgruppe A(2,3,7) die Genus formula 2.16
und das Theorem 2.18 dquivalent sind. Das folgende Lemma zeigt den Beweisgedanken auf.

Lemma 2.19 Ist n eine nichtnegative ganze Zahl, so sind dquivalent
(i) Es gibt nichtnegative ganze Zahlen d, e, f und g mit n = 84(d — 1) + 21e + 28 f + 36g.
(i) Bs gilt [%] +2[2] +6[2] >2n —2.

Beweis. (i)=-(ii): Aus n = 84(d — 1) 4+ 21e + 28 4 36¢ folgt

3)

v

42(d — 1) 4+ 10e + 14f + 18g, da e > 0;

> 28(d—1)+T7e+9f +12g, da f > 0;

NERIEIE

> 12(d—1)+3e+4f +5g, da g > 0.

Somit gilt insgesamt

_g_+2[%]+6[$} > (42456 +72)(d— 1) + (10 + 14 + 18)e + (14 + 18 + 24) f
(18 + 24 + 30)g
= 170(d — 1) + 42¢ + 56 + T2g
= 2n+2(d-1)
> 2n—2,dad > 0.
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(ii)=-(i): e sei der Rest von n bei Division durch 4. Somit gilt

n—e

66{0,1}:{2}: 5 ee{2,3};[g]:

n—e

1
B +

Bezeichnet f den Rest von n bei Division durch 3 und ist g der Rest von n bei Division durch 7,
so gilt

5="5 [H="%
303 0 el o1
Insgesamt erhélt man daraus zum einen

(mod 4) = n=2le (mod4)
(mod 3) = n=28f (mod 3)
(mod 7) = n=36g (mod7)

n—2le—28f—-36g=0 (
n—2le—28f—-36g=0 (
n—2le—28f—36g=0 (mod 7),
n—2le—28f —36g=0 (

S 33
e
Q =
IR

Zum anderen folgt aus (ii) im Fall e € {0,1}

n—e n—f
2
2 + 3

und im Fall e € {2,3}

n—g

+6 >2n—2 & n—2le—28f —36g > —84

HT%+1+2%+6”—;9 >9n -2 & n—2le— 28f — 369 > —126.
Damit stellt die Zahl n — 21e — 28 f — 36g ein Vielfaches von 84 dar, welches grofier als —127 ist.
Somit existiert eine nichtnegative Zahl d mit n — 21e — 28 f — 36g = 84(d — 1). O

Das folgende Lemma verallgemeinert dieses Resultat und beinhaltet damit die Gleichung der Genus
formula fiir eine allgemeine Dreiecksgruppe A(p, ¢,7) mit Primzahlen p, g, 7.

Lemma 2.20 Ist n eine nichtnegative ganze Zahl und sind p, q, v Primzahlen mait % + % + % <1,
so sind dquivalent

(i) Es gibt nichtnegative ganze Zahlen d, e, f und g mit
[pgr — (pq + pr + qr)ln = 2pgr(d — 1) + (p — )gre +plg — )r f + pg(r — 1) g.
(i) Es gilt (p — 1)[%] + (g — 1)[%} +(r—1)[2 >2n-2.

Beweis. (i)=-(ii): Verwendet man die abkiirzende Schreibweise D = pqr — (pq + pr + gr), so seien
die Zahlen u, v, w definiert durch

wue{0,...,p—1}: (p—1)gr=u (modp) = D=u (mod p),
vef0,....,q—1}: plg—1Dr=v (modgq) = D=v (modygq),
we{0,...,r—1}: pglr—1)=w (modr) = D=w (modr).

Damit l&sst sich die Gleichung in (i) nach Division durch p, ¢ bzw. r abschétzen durch

D g 22q7‘(d—1)+we+(q—l)rf+q(r—l)g,danO,
D_Z_ > 9pr(d— 1)+ (p— e+ LTV et 19 daf >0,
D_g_ 22pq(d—1)+(p—1)qe+p(q—1)f+wg,dagZO-
Damit er-héi-lt man insgesamt
n n n
D(p—1) {p] +D(g—1) [q} +D(r—1) Lﬂ}
22Dn+2D(d—1)+p%(p—u)e+%w_v)f+T_I(D—w)g

> D(2n —2), da d > 0.
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Die letzte Abschiitzung ist méglich, da wegen D = pgr(1 — % — % - %) die Zahl D stets positiv ist,

und wegen D = u (mod p), D =v (mod ¢) und D =w (mod r) stets D —u >0, D —v > 0 und
D — w > 0 gilt. Die Ungleichung in (ii) erhiilt man schlieflich bei Division durch D > 0.

(ii)=(i): Es gelte p < ¢ < r, notfalls wird eine Umbenennung vorgenommen. Somit folgt aus der
Primzahleigenschaft und der Bedingung % + % + % < 1,dass p > 2, ¢,r > 3 und damit ¢ und r
stets ungerade sind.

In diesem Beweis werden in jedem Schritt die beiden Félle p = 2 und p > 2 unterschieden. Ist
p = 2, so bezeichne e den Rest von n bei Division durch 4, im Falle p > 2 sei e der Rest von n bei
Division durch p. Weiterhin sei in beiden Féllen f der Rest von n bei Division durch ¢ und g sei
der Rest von n bei Division durch r. Somit gelten die Kongruenzen

p=2: n=e (mod4), p>2: n=e (modp),
n=f (modgq), n=g (modr).

Weiterhin erhélt man fiir p = 2 das Resultat
Dn —(p—1)gre—p(g—1)r f—pg(r—1)g = (pqr —pg —pr —qr)e—(p—1)gre
= (pgr —pq—pr —qr —pqr +qrle = —p(q+r)e=0 (mod 4),

da (¢ —1), (r—1) und (¢ + r) gerade sind. Fiir p > 2 gilt
Dn —(p—1)gre—p(g—1)r f—pg(r—1)g = (pqr —pg —pr —qr)e—(p—1)gre
= (pgr —pq —pr —qr —pqr +qr)e=0 (mod p).

Analog erhélt man in beiden Féllen
Dn—(p—1)gre—plg—1)rf—pq(r—1)g=(pgr —pq—pr—qr)f —plg—1)rf
= (pqr —pq—pr —qr—pgr+pr)f =0 (mod q),

Dn —(p—1)gre—p(g—1)r f —pg(r—1)g = (pqr —pg —pr —qr)g —pq(r — 1) g
= (pgr —pq—pr —qr —pgr +pq)g =0 (mod 7).

Im Fall p = 2 sind 2p, g und r paarweise relativ prim zueinander, fiir p > 2 ist D = pgr —pq—pr—qr
durch 2 teilbar, da p, ¢ und r ungerade sind. Somit gilt in beiden Féllen stets

Dn—(p—1)qgre—plg—1)r f—pq(r—1)g=0 (mod 2pqr).
Weiterhin gilt nach Definition der Gauflschen Klammer

. |:n:|:{npe fir e € {0, 1} .y {n]:n—e7
p

p noe 1 fiire € {2,3})

i Bl

Aus der Gleichung in (ii) folgt somit fiir p = 2 und e € {0, 1} bzw. fiir p > 2 sofort

(p—1)%+(q—1)”;7f+(r—1)¥22n—2

& (p—1)gr(n—e)+plg—1)r(n—f)+pqg(r —1)(n—g) > (2n — 2)pgr
< (3pgr — qr —pr —pq — 2pgr)n — (p — 1)gre —p(g — )r f —pq(r — 1) g > —2pqr
© Dn—(p—1)gre—plqg—1)rf—pqg(r—1)g > —2pgr.

Fir p =2 und e € {2,3} erhélt man analog

p-n () - ey

& Dn—(p—1)gre—p(g—1)r f—pg(r—1)g > —(p+ 1)pgr = —3pqr.

Somit existiert stets ein d > 0 mit Dn — (p — 1)gre —p(q— 1)r f —pg(r — 1) g =2pgr(d —1). O
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2.4 Die Genus formula als Transitivitatskriterium

Das Kriterium aus Theorem 2.18 lisst sich hervorragend dazu benutzen, fiir eine vorgegebene
Dreiecksgruppe A(p, ¢,r) mit Primzahlen p, ¢ und r eine Liste von Indizes n zu erstellen, fiir die
es keine Untergruppen gibt.

Fiir die praktische Anwendbarkeit ist es wichtig zu wissen, ab welchen Wert fiir n die Bedingung
aus Theorem 2.18 stets erfiillt ist, d.h. gesucht ist eine Schranke fiir n, ab der das Theorem keine
Aussage mehr liefert.

Lemma 2.21 Ist A(p,q,r) eine Fuchssche Dreiecksgruppe mit Primzahlen p, q, r, so gilt fir alle

1

n > b
1 1 1
1-(1+1+1)

stets
(p—1) [ﬂ +(g—1) [Z} +(r—1)[ﬂ > n — 2.

Beweis. Hier wird Gebrauch gemacht von der offensichtlichen Abschitzung der Gaufischen Klam-
mer, die fiir alle natiirlichen Zahlen a, b gilt:

b

Damit erhilt man sofort

~— b b

{a}>a b—-1

w315 e (3

11 1
n+ {6(p+q+r+++>} >2n—2, da
p q T

1 1 1 1 1 1 p+q+r+(%+%+%)—8
[1<++)}n2p+q+r+(++>8¢>n2
p q r p q r 1— l+l+l
p g

Die letzte Umformung ist moglich, da fiir eine Fuchssche Dreiecksgruppe stets % + % + % < 1gilt.O

Da die Schranke aus Lemma 2.21 sehr unhandlich ist, wird im folgenden gezeigt, dass sie fiir die
meisten Dreiecksgruppen stets kleiner als 3 max{p, ¢, r} ist.

Lemma 2.22 Fir4<p<r, % <qg<r gilt
p+q+r+(%+ %)—8
1,01, 1
1-(1+1+1)
Beweis. Aus

plp—1) _
p—3 =

_|_

1
a < 3r.

folgt wegen p > 4 sofort

-3 3 3 3
p—ISQ(p)=q—q<:>p+q—4Sq<2——>
p p P q
Der Ausdruck (2 — % — %) ist wegen p > 4 und g > 3 stets positiv, somit erhélt man wegen ¢ < r
weiter
3 3 3 3 -7
p+q4§r<2)¢>p+q+r7§3rrr3® pra+r < 3r,
P q P q 1,(%+%+%>
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womit die Behauptung wegen % + % + % < 1 aus

p+q+r+(l+l+%)f8 1.8
1p 1 - 1 <p+q<1‘rr<: 1 S3r
1_(;+E+;) 1—(5+g+;>
folgt. m|

Mit Hilfe dieser Abschitzung lédsst sich das folgende fiir die konkrete Suche nach Epimorphis-
men in alternierende Gruppen verwertbare Kriterium erzielen. (Dabei werden die einschriinkenden
Bedingungen von Lemma 2.22 vorausgesetzt.)

Korollar 2.23 Besitzt eine Dreiecksgruppe G = A(p, q,r) mit Primzahlen p, q, r einen Epimor-
phismus ¢ : G — An(n > 3), so gilt

n n n
p—1 [}—i— q—1 [}—i— r—l[}>2n—2.
-1 |2 +@-1 |2+ -
Diese Bedingunyg ist fiir n > 3max{p, q,r} stets erfiillt, ist dann also nicht mehr fiir den Nachweis
der Nichtexistenz von Epimorphismen in die A, geeignet.

Beweis. Nach 2.10 folgt aus der Existenz des Epimorphismus in die alternierende Gruppe die
Existenz von Untergruppen der Dreiecksgruppe vom Index n. Nach 2.18 erfiillen p, ¢, r dann die
angegebene Bedingung (Alternativdarstellung der Genus formula). Lemma 2.21 und Lemma 2.22
weisen nach, dass die Ungleichung fiir n > 3max{p,q,r} stets erfiillt ist, unabhéingig von den
Eigenschaften der Dreiecksgruppe. O

2.5 Computergestiitzte Suche nach alternierenden Faktorgruppen

Im folgenden soll aufgezeigt werden, mit welchen beiden grundsétzlichen Methoden das Computer-
Algebra-Programm GAP (Groups and Programming [GAP]) dazu verwendet werden kann, fiir eine
konkrete Dreiecksgruppe G und einen konkreten Wert n zu entscheiden, ob es einen Epimorphismus
G — A, gibt oder nicht. Da die Dreiecksgruppe eine endliche Prisentation besitzt, ist zur eindeu-
tigen Definition eines Epimorphismus nur die Angabe der Bilder der beiden Erzeuger notwendig.
Sind fiir die Dreiecksgruppe G = A(p, q,r) die Zahlen p, ¢, r Primzahlen, so macht es nur Sinn,
fiir

n e {max{p7 q’r}7 A '73max{p7 q7 T}}

zu priifen, ob die Ungleichung aus Korollar 2.23 erfiillt ist. Fiir diejenigen Werte n, die sie nicht
erfiillen, gibt es folglich keinen Epimorphismus A(p,q,7) — A,. Eine Einbeziehung der Werte
fiir n < max{p,q,r} ist dann nicht nétig, da die alternierende Gruppe A,, keine Elemente einer
Primzahlordnung groler als n besitzen kann.

Die Implementation dieses aus der Genus formula abgeleiteten notwendigen Kriteriums in der
Programmiersprache GAP ist unten aufgefithrt. Diese Funktionalitdt kann hervorragend als Aus-
schlusstest fiir die Existenz von Epimorphismen verwendet werden.

# Funktion div
# - Ganzzahlige Division.

div := function(a, b)
return (a - (a mod b)) / b;
end;

# Funktion HasNoUG
# - Ungleichungstest anhand Dreiecksgruppe (p, q, r) und Index n.
HasNoUG := function(p, q, r, n)
if (IsPrime(p) and IsPrime(q) and IsPrime(r)) then
return (div(n,p)*(p-1) + div(n,q)*(gq-1) + div(n,r)*(r-1) < 2 * (n-1));
else
Error ("Primzahlen p, q, r erwartet.");
fi;
end;



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 19

# Funktion NoUGInd
# — Erstellt Liste aller Indizes n mit Nichtexistenz von Epimorphismen.
NoUGInd := function(p, q, r)
local maxpqr, schranke;
if (IsPrime(p) and IsPrime(q) and IsPrime(r)) then
maxpqr  := Maximum(p, q, r);
schranke := Int((p+tq+r+1/p+1/q+1/r-8)/(1-1/p-1/q-1/r)) + 1;
return Filtered([maxpqr..schranke], n -> HasNoUG(p, q, r, n));
else
Error ("Primzahlen p, q, r erwartet.");
fi;
end;

Die folgende Tabelle enthélt fiir einige Dreiecksgruppen diejenigen Werte von n, die die Bedingung
aus Korollar 2.23 nicht erfiillen, fiir die es also keine Epimorphismen in die A,, gibt.

Gruppe Schranke aus Lemma 2.21 | Nicht erfiillende Werte n Anzahl
A(3,5,7) 23.7 {13} 1
A(5,7,11) 27.3 {19} 1
A(7,11,13) 33.8 {19, 20} 2
A(11,13,17) 43.0 {21,32} 2
A(13,17,19) 50.7 {25,31, 32,33} 4
A(17,19,23) 60.5 {30, 31, 32,33} 4
A(19,23,29) 72.6 {36,37,45,56} 4
A\(23,29,31) 84.4 {42,43,44, 45,53, 54,55,56,57} 9

Die erste in GAP verfiigbare Funktion, mit der man alternierende Faktorgruppen von Dreiecks-
gruppen bestimmen kann, heifit GQuotients und kann wie folgt eingesetzt werden.

EpimorphismFromTriangleGroup := function(p, q, r, n)
# Dreiecksgruppe definieren
local F, G;
F := FreeGroup("x", "y");
G :=F / [F.1°p, F.2°q, (F.1 * F.2)"r];
# Alle Epimorphismen von G in die alternierende Gruppe als Liste bestimmen.
return GQuotients(G, AlternatingGroup(n));
end;

Die Funktion GQuotients bestimmt alle Epimorphismen bis auf Automorphismen der alternieren-
den Gruppe. Dies bedeutet unmittelbar, dass die Kerne der berechneten Abbildungen voneinander
verschieden sind. Fiir das Beispiel A(3,5,5) — As erzeugt diese Funktion die folgende Ausgabe.

gap> EpimorphismFromTriangleGroup(3, 5, 5, 5);
[[x,y]1—>T[(,2,3, (1,2,3,4,5 1,
[x,y]1—>1[(,2,4, (1,2,3,4,5) 11

Es gibt also bis auf As-Automorphismen genau zwei Epimorphismen A(3,5,5) — As. Die Abbil-
dungen sind durch ihre Bilder auf den Erzeugern x und y der Dreiecksgruppe angegeben.

Einen zweiten Weg der Berechnung von alternierenden Faktorgruppen liefert eine Anwendung von
Theorem 2.10 und dem folgenden Lemma.

Lemma 2.24 ([KS98]) Ist U < S,, Untergruppe der symmetrischen Gruppe mit Index |S,, : U| =
2, soist U =2 A,.

Korollar 2.25 Besitzt die Gruppe G eine Untergruppe U vom Index |G : U| = n, dann operiert
G auf den Rechtsnebenklassen von U in G durch Rechtsmultiplikation.

Diese Operation induziert einen Homomorphismus ¢ : G +— Sy, da jedes Element aus G eine
Permutation der n Rechtsnebenklassen darstellt.

Gilt |p(G)| = |An|, so muss p(G) = A, gelten, da die symmetrische Gruppe nach Lemma 2.2/
sonst keine weiteren Untergruppen vom Index 2 besitzt.
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Daraus ergibt sich folgender Algorithmus, der zu gegebener Gruppe G und gegebenem Index n
bestimmt, ob die alternierende Gruppe A,, ein homomorphes Bild von G ist.

(1) Benutze den LowIndexSubgroupsFpGroup-Algorithmus, um alle Untergruppen U von G zu
finden, die einen Index |G : U| < n besitzen.

(2) Wird eine Untergruppe U < G gefunden mit

(a) |G:U|=mnund
(b) Size(Image(FactorCosetAction(G, U))) = %!,

so sichere U in der Ergebnisliste.

(3) Erfiillt keine Untergruppe die Bedingungen aus (2), so gib eine leere Ergebnisliste zuriick.

Es soll ausdriicklich darauf hingewiesen werden, dass dieser Algorithmus zwei verschiedene Frage-
stellungen beantworten kann. Soll lediglich die Existenz mindestens eines Epimorphismus festge-
stellt werden, so kann der Algorithmus im Punkt (2) abgebrochen werden, sobald die Ergebnisliste
eine Untergruppe enthélt. Eine vollstdndige Ermittlung aller Untergruppen bis zum maximalen In-
dex n mit anschliefender Ordnungsberechnung des Bildes der Gruppe unter der Operation sprengt
den zeitlichen Rahmen meist erheblich und ist deshalb nur fiir sehr kleine n praktikabel (n < 12).

Im obigen Beispiel erhélt man fiir die Dreiecksgruppe
G =A(3,5,5) = (r,y|2® =y° = (zy)° = 1)
die folgenden drei in G nicht zueinander konjugierten Untergruppen vom Index 5

Uy = (z,yzy ty tay,yPay ™2 ),
Us = (2, yzy 'y loy %y %ay ),
Us = (z,yz 'y, y’z y™ ),

wobei A(3,5,5) nur auf den Nebenklassen der ersten beiden Untergruppen wie eine As operiert.
Somit liefert die Verwendung dieser Methode das gleiche Ergebnis wie die erste Variante. Der grofite
Vorteil bei diesem Verfahren ist, dass es auch fiir grofiere n (n € {3,...,300}) praktikabel ist.

Dieses Beispiel wird spéter noch einmal aufgegriffen. Dann soll die Fragestellung geklart werden,
ob die Kerne N7 und Ny der beiden gefundenen Epimorphismen A(3,5,5) — As in der Gruppe
PSL(2,R) zueinander konjugiert sind. Mit GAP ldsst sich schnell ermitteln, dass Ny und N,
innerhalb der Dreiecksgruppe A(3,5,5) nicht zueinander konjugiert sind. Bei Normalteilern wiirde
dies ndmlich die Gleichheit bedeuten.
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3 Dreiecksgruppen als Transformationsgruppen der hyper-
bolischen Ebene

In diesem Kapitel wird die exakte Definition von Dreiecksgruppen nachgereicht. Dazu ist eine Ein-
leitung in hyperbolische Geometrie nétig, da ein Element einer Dreiecksgruppe als ldngenerhaltender
Isomorphismus der hyperbolischen Ebene angesehen werden kann. Anschliefend wird eine Darstel-
lung einer Dreiecksgruppe als Untergruppe der Matrixgruppe PSL(2,R) hergeleitet, die exakte
Rechnungen mit Elementen der Dreiecksgruppe auf dem Computer zulédsst. Weiterhin wird nach-
gewiesen, dass die Multiplikation von Dreiecksgruppenelementen als Multiplikation in einer geeig-
neten Quaternionen-Algebra aufgefasst werden kann. Im letzten Abschnitt dieses Kapitels werden
allgemeine Aussagen zur Konjugiertheit von Dreiecksgruppenelementen hergeleitet. Diese werden
bei der Untersuchung, ob zwei Normalteiler einer Dreiecksgruppe in PSL(2,R) zueinander konju-
giert sind, benotigt.

3.1 Hyperbolische Geometrie

Fiir die hyperbolische Ebene werden sowohl das Lobachevskii-, als auch das Poincaré-Modell ver-
wendet. Diese Einleitung basiert mafigeblich auf [Kat92], [Bea83] und [Ive92].

Definition 3.1 Die obere komplexe Halbebene
H?={z€ C|Im(z) >0}
stellt ausgestattet mit der Metrik

|21 — 23| + |21 — 22
|21 — 22| — |21 — 22|

p(z1,22) =1n

ein Modell fiir die hyperbolische Ebene dar (Lobachevskii-Ebene).
Definition 3.2 Die offene FEinheitskreisscheibe

U ={zecC||z| <1}
stellt ausgestattet mit der Metrik

|1 — 21%3] + |21 — 29
|1 — 215| — |2:1 — ZQ|

p*(z1,22) =In

das Poincaré-Modell der hyperbolischen Ebene dar.

Definition 3.3 Als Geoddte (geodesic) wird in beiden Modellen die kiirzeste Verbindungslinie
zweier Punkte beziiglich der jeweiligen Metrik verstanden.

Theorem 3.4

(1) Die Geodiiten in H? sind gerade die Halbkreise und Strahlen, die orthogonal zu der reellen
Achse R sind.

(2) Die Geodiiten in U? sind Durchmesser des Einheitskreises und Kreissegmente, die orthogonal
zum Einheitskreis {z € C||z| = 1} sind.

(8) Je zwei Punkte der hyperbolischen Ebene kénnen durch genau eine Geodite verbunden werden.

(4) In der hyperbolischen Geometrie ist Euklids Parallelenaziom nicht erfillt, da es zu jeder
Geodite L und jedem Punkt z ¢ L stets mehr als eine Geodite durch z gibt, die keinen Punkt
mit L gemeinsam hat.
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Theorem 3.5
(1) Die Funktion

z—1
z+1

fHP = U f(2) =

stellt eine Bijektion zwischen H? und U? dar, die die Umkehrfunktion

14+ 2 .
=—1
1—2z

LUt e ()
besitzt. 2
(2) Somit besteht zwischen den Metriken die Beziehung
p (21, 22) = p(f 7 (21), f 7 (22)).

Léangentreue Isomorphismen der hyperbolischen Ebene spielen eine entscheidende Rolle fiir alle
nachfolgenden Begriffsbildungen.

Definition 3.6 FEine Isometrie ist ein Isomorphismus von H?, der hyperbolische Léingen bei-
behdilt. Die Isometrien von H? bilden beziiglich der Hintereinanderausfihrung eine Gruppe, die mit
Isom(H?) bezeichnet werden soll.

Definition 3.7 Wie dblich definiert man die linearen Gruppen iber einem Korper K durch

GL(2,K) = {(‘CL Z)
SL(2,K) = {(‘Cl Z)

a,b,c,d € K, adbc;é()},

a,b,c,d € K, ad—bc:l},

PSL(2,K) = SL(2,K)/{I,—I} mit I — ((1) ?) ,
S*L(2,K) = { <‘; Z) a,b,c,d € K, ad — be = 11}7

PS'L(2,K) = S'L(2,K)/{I,~I}.

Definition 3.8 Die Menge der Mé&bius-Transformationen von C auf sich besitzt die Gestalt

az+b
M_{Zch—Fd

a,b,c,d € R, ad—bc:l}

und bildet eine Gruppe mit dem neutralem Element 1d, der identischen Abbildung, beziglich der
Hintereinanderausfihrung. Geometrisch gesehen ist eine Mdbius-Transformation eine Nacheinan-
derausfiihrung von endlich vielen Spiegelungen an Kreisen oder Geraden.

Theorem 3.9
(1) Jede Mdibius- Transformation bildet Geoditen auf Geoddten ab.

(2) Zu je zwei Geoditen existieren Mobius-Transformationen, die diese aufeinander abbilden.
(3) Die Gruppe SL(2,R) operiert auf H? durch:

az+b
cz+d’

z € H?, g(‘C’ Z) € SL(2,R) = 29 =

(4) M = PSL(2,R) und M ist eine Untergruppe von Isom(H?) vom Index 2.
(5) Tsom(H?) = (M, S) =2 PS*L(2,R), S: z +— —% ist die Spiegelung an der imagindiren Achse.

2Diese Bijektion wird in [Bea83] angegeben. Svetlana Katok verwendet in [Kat92]

ForZ U2, f(z) = j_l = f(2) i,

somit entspricht f (2) der Funktion f(z) mit einer anschliefenden Drehung um 7 im mathematisch positiven Drehsinn.
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(6) Isom(H?) = M UM, wobei

M:{ZH“Z“’

cz+d

a,b,c,d € R, ad—bc:—l}.

(7) M ist die Menge der orientierungserhaltenden Isometrien, M stellt die Menge der orientie-
rungsumkehrenden Isometrien dar.

Definition 3.10 FEine Transformation von H? heifit konform (conformal), falls sie winkeltreu
ist. Fine Transformation heifit anti-konform, falls sie die absolute Winkelgrofie beibehdlt, aber
das Vorzeichen umkehrt.

Theorem 3.11 Jede Transformation in M ist konform, jedes Element von M ist anti-konform.

Definition 3.12 Fir M € M, M(z) = Zjis baw. M € PSL(2,R), M = (2 4) sei definiert:
(1) tr(M) = a+d (Spur, trace)
(2) Tr(M) = |a+d| (Betrag der Spur)
(3) tr*(M) = (a + d)? (Quadrat der Spur)
Gilt Tr(M) < 2, so heifst M elliptisch. Ist Tr(M) = 2, so heifst M parabolisch. Fiir Tr(M) > 2
wird M hyperbolisch genannt.
Theorem 3.13
(1) Eine Matriz in SL(2,R) ist genau dann elliptisch, falls sie in SL(2,R) konjugiert zu einer
Matrixz der Gestalt ( cosv sinv ), ¥ # kn, k € Z, ist (Rotation). Der einzige Fizpunkt jeder

—sind cos ¥
elliptischen Transformation liegt in H2.

(2) Eine parabolische Transformation ist konjugiert zu einer Translation z — z + z,x € C in
SL(2,R) und besitzt somit stets genau einen Fizpunkt auf dem Rand OH?> = R U {oo} der
oberen komplexen Halbebene.

(8) Eine Matriz in SL(2,R) ist genau dann hyperbolisch, falls sie diagonalisierbar iber R ist
oder in SL(2,R) zu einer Matriz der Gestalt (g‘ /\91 ), A # 1, konjugiert ist. Man kann auch
sagen, dass jede hyperbolische Transformation in SL(2,R) konjugiert zu einer Vergrifierung
(boost) z +— Nz, N > 1 ist. Jede hyperbolische Transformation besitzt genau zwei Fizpunkte,
die auf dem Rand OH? =R U {oo} liegen.

Fiir die Bestimmung einer Darstellung fiir Dreiecksgruppen werden die nachfolgend zusammenge-
fassten Aussagen der hyperbolische Trigonometrie benotigt.

Definition 3.14 Fir eine Teilmenge H C H? definiert man den hyperbolischen Flicheninhalt

durch
dx dy
y?

H

w(H)

falls dieses Integral existiert.

Theorem 3.15 Der hyperbolische Fliacheninhalt ist invariant unter allen Transformationen in M:
Ist H C 'H? und existiert u(H), so ist u(M(H)) = p(H) fiir alle M € M.

Theorem 3.16 Sei H ein hyperbolisches Dreieck mit den Innenwinkeln o, 8 und . Dann gilt
(1) a+ B+~ <.
(2) pWH) =m—a—[5-17.

Theorem 3.17 In einem hyperbolischen Dreieck mit den hyperbolischen Seitenlingen a, b, ¢ und
den jeweils gegeniiberliegenden Winkeln o, 3, v gelten die folgenden Aussagen.

(Z 51_nh a _ 51_nh b _ 51lnh c (Sinussatz)
sin « sin 3 sin y

(2) coshc = coshacoshb — sinhasinhbcosy (Kosinussatz I)

(3) cosh ¢ = Losacosfieosy (jeginyssatz 11)

sin o sin 3
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3.2 Fuchssche Gruppen

Fiir die Definition von Dreiecksgruppen benotigt man zunéchst den Begriff der Fuchsschen Gruppe.

Definition 3.18 ([Art98], [Bea83]) Eine Abbildung f heifst Homéomorphismus, wenn sie bi-
jektiv und sowohl f als auch die Umkehrabbildung f~—' stetig ist.
Sei X ein topologischer Raum und G eine Gruppe von Homdomorphismen von X auf sich selbst.

Man sagt, G operiert diskontinuierlich (discontinuously) auf X, falls fiir jede kompakte Teilmen-
ge K von X

g K)NK =0

fiir fast alle g € G gilt.

Eine Untergruppe G von Isom(H?) heifit diskret, falls fir jede Folge g, — 1d mit g, € G sofort
gn = 1d fiir fast alle n folgt.

Alternativ kann man fiir eine Untergruppe G C SL(2,C) formulieren: G ist genau dann diskret,
falls fiir jedes € > 0 die Menge

{geGllgll <e}

endlich ist. Dabei ist die Matriznorm durch
a b\| _ 2 2 2 2
I(¢ 5| - virTmriET

gegeben.

Definition 3.19 Aquivalent zueinander kann man definieren:
(1) Eine Fuchssche Gruppe (Fuchsian group) ist eine diskrete Untergruppe von M [Kat92].

(2) Eine Fuchssche Gruppe G ist eine Untergruppe von M, fir die eine G-invariante Kreis-
scheibe (disc) existiert, in welcher G diskontinuierlich operiert. [Bea83]

Theorem 3.20

(1) Alle hyperbolischen und parabolischen zyklischen Untergruppen von M sind Fuchssche Grup-
pen.

(2) FEine elliptische zyklische Untergruppe von M ist genau dann eine Fuchssche Gruppe, falls
sie endlich ist.

Definition 3.21 X se: ein metrischer Raum, G eine Gruppe von Homdoomorphismen, die diskon-
tinuierlich auf X operiert. Fine abgeschlossene Teilmenge F C X, deren Inneres mit int F # &
bezeichnet werden soll, heifst Fundamentalbereich (fundamental region) von G, falls

@ JaF) =x

geG
(i) int FNg(int F) = & fiir alle g € G\ {1d}.

Die Menge OF = F \ int F' heifst Rand (boundary) von F. Die Familie {g(F)|g € G} heifit
Parkettierung (tessellation) von X.

Definition 3.22 Sei G eine Fuchssche Gruppe und p € H?. p werde von keinem Element aus
G\ {Id} festgehalten. Dann bezeichnet

Dp(G) = {z € H?*| p(2,p) < p(z,9(p)) fiir alle g € G}
die Dirichlet-Region von G beziiglich p. >

Theorem 3.23 Ist G eine Fuchssche Gruppe, p € H?, und wird p von keinem Element aus G\ {1d}
festgehalten, so ist D,(G) ein zusammenhdngender Fundamentalbereich von G.

3Da die hyperbolische Metrik unter M invariant ist, gilt ebenfalls
Dp(G) = {z € H? | p(z,p) < p(g(2),p) fiir alle g € G}.
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Theorem 3.24 Die Dirichlet-Region F einer Fuchsschen Gruppe G wird begrenzt von mehreren
Geoddten-Abschnitten (genannt Seiten des Fundamentalbereiches) und eventuell von Teilen der
reellen Achse.

Sei s eine Seite von F. Ist fir ein g € G\ {Id} ebenfalls g(s) eine Seite von F, so nennt man s
und g(s) zueinander kongruente Seiten.

Enthdilt eine Seite von F ein elliptisches Element E der Ordnung 2, so vertauscht E die zwei
Teilsegmente dieser Seite. Es ist zweckmdfig, die beiden Teilsegmente als einzelne Seiten von F
anzusehen.

Mit dieser Konvention besitzt jede Seite von F' eine zu thr kongruente Seite. Aber es kdnnen nicht
mehr als zwei Seiten paarweise zueinander kongruent sein. Somit zerfillt die Menge der Seiten
von F in eine Menge kongruenter Seitenpaare. Ist die Anzahl der Seiten einer Dirichlet-Region
endlich, so ist sie somit stets gerade.

Sei {gn} die Menge der Elemente von G, die die zueinander kongruenten Seiten einer gewdihlten
Dirichlet-Region aufeinander abbilden. Dann erzeugt {g,} die Fuchssche Gruppe G.

Definition 3.25 Ist G eine Fuchssche Gruppe, dann operiert G auf H?. Fiir ein Element z € H?
bezeichne

G(2) ={9(2)|g € G}

den Orbit des Elementes z. Man sagt, alle Elemente in G(z) sind dquivalent unter der Operation
von G.* Der Quotientenraum (quotient space) besteht aus allen G-Orbits: ®

H?/G = {G(2) |z € H*}.

Theorem 3.26 Da der Flicheninhalt des Quotientenraumes H? /G fiir eine Fuchssche Gruppe G
vom hyperbolischen Flicheninhaltsmaf§ in H? induziert wird, ist die hyperbolische Fliche von H? /G
wohldefiniert und es gilt

W(H?/G) = u(F)
fir jeden Fundamentalbereich F von G.

Definition 3.27 Fine Fuchssche Gruppe nennt man geometrisch endlich (geometrically finite),
falls sie einen Fundamentalbereich mit endlich vielen Seiten besitzt.

Theorem 3.28 (Siegel’s Theorem) Jede Fuchssche Gruppe G mit u(H?/G) < oo ist geome-
trisch endlich.

Theorem 3.29 Jede Fuchssche Gruppe mit kompaktem Fundamentalbereich kann endlich erzeugt
werden und besitzt eine Prdisentation der Form

m1 __ — pMe
<a13b1a"'aa’g7bga'r1a"'7x€7y17"'ay87z1a"'7Zt‘xl = =T, =1
e S t g
Lo [Tw 1= 1Tlabd = 1)
i=1 j=1 k=1 =1

Weiterhin gilt fir den Flicheninhalt des Fundamentalbereiches die Beziehung

e
1
H?/G) =27 29 — 2 1—— t| > 0.
W2 [G) w[g +¥( mi)+s+
Man sagt, eine solche Gruppe besitzt die Signatur (g;my,...,me;s;t), 2<m3 < -+ < me.

Die in der Prisentation enthaltenen Variablen haben die folgende geometrische Bedeutung:

(1) Die Fuchssche Gruppe besitzt e Konjugiertenklassen von maximal elliptischen zyklischen
Untergruppen der Ordnungen my, ..., M.

4Definiert man fiir z1,20 € H?: 21 = 22 < 3g € G- g(z1) = z2, so ist = eine Aquivalenzrelation, deren
Aquivalenzklassen gerade die Orbits von G sind.

5Allgemein ist ein Quotientenraum ein topologischer Raum, dessen Elemente die Aquivalenzklassen einer auf
einem anderen topologischen Raum definierten Aquivalenzrelation darstellen.
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(2) Es gibt s Konjugiertenklassen von maximal parabolischen zyklischen Untergruppen.
(3) Der Quotientenraum H2/G ist eine kompakte, orientierte Fliche.

(4) Die Erzeuger a;, b;, x;, y; und 2, sind orientierungserhaltende Isometrien von H2, die Seiten
des Fundamentalbereiches aufeinander abbilden.

Theorem 3.30 (Poincaré’s Theorem) Sind g >0, e >0, m; > 2 (1 <1i < e) ganze Zahlen mit

(29—2)+§e:(1—n1i> >0,

i=1

so existiert eine Fuchssche Gruppe mit der Signatur (g;m1, ..., me;0;0).

3.3 Definition und Konstruktion von Dreiecksgruppen

Im folgenden soll eine konkrete Konstruktion von Fuchsschen Dreiecksgruppen beschrieben werden,
die Darstellung stiitzt sich dabei auf [Kat92]. Dazu werden zunéchst zwei geometrische Aussagen
benotigt.

Definition 3.31 Q sei eine Geodite in H?. Fine hyperbolische Spiegelung an Q ist eine von
der Identitdt verschiedene Isometrie, die jeden Punkt von @ festhdlt.

Es stellt sich heraus, dass die hyperbolische Spiegelung an der imagindren Achse gerade durch die
Isometrie S: z — —Z realisiert wird. Eine Spiegelung an einer Geodéte ) besitzt dann die Gestalt
R~ 'oSoR, wobei R € M diejenige Isometrie ist, die  auf die imaginsre Achse abbildet. Damit
ist sofort klar, dass jede hyperbolische Spiegelung die Ordnung 2 besitzt.

Lemma 3.32 ([Bea83]) Fir alle nichtnegativen Zahlen o, B, v mit o+ 4+ v < m ewistiert ein
hyperbolisches Dreieck mit den Innenwinkeln a, 3, .

Gegeben seien drei natiirliche Zahlen p,q,r > 2 mit % + % + % < 1. Nach Lemma 3.32 existiert
ein hyperbolisches Dreieck 7' mit den Innenwinkeln I, g, % an den Ecken vy, vz, v3. Die den
Eckpunkten gegeniiberliegenden Seiten seien mit M;, Ma, M3 bezeichnet.

Die Abbildung 3.1 stellt das Dreieck T" und seine Spiegelung an der Seite M; dar. Weiterhin

sind alle im folgenden benutzten Bezeichnungen enthalten.

Abbildung 3.1: Fundamentalbereich der Dreiecksgruppe A(p, q,r) (Quelle: [Bea83], S. 279)

Mit o; sei fiir 7 € {1,2,3} die hyperbolische Spiegelung an der Geodite, auf der die Dreiecksseite
M; liegt, bezeichnet. G* bezeichne die von o1, o9 und o3 erzeugte Gruppe. Da die o; orientierungs-
umkehrend sind, gilt o; ¢ M und G* ist keine Fuchssche Gruppe. Bildet man dagegen

G=G"NM,

so gelten folgende Aussagen:



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 27

(1) G* :GUGﬂl

(ii) {g(T)|g € G*} ist eine Parkettierung von H2, d.h. jeder Punkt von H? gehort zu einem
G*-Bild von T', und zwei verschiedene Bilder von T" haben maximal Randpunkte gemeinsam.

(iii) T ist ein Fundamentalbereich von G*.

(iv) Ist P ein beliebiger Punkt in 7', so befinden sich die G*-Bilder von P in den entsprechenden
Dreiecken der Parkettierung, sie bilden also eine diskrete Menge. Somit ist der G-Orbit jedes
Punktes von H? eine diskrete Menge, und damit ist G eine Fuchssche Gruppe.

(v) TUoq(T) ist ein Fundamentalbereich von G.

(vi) Mit der Bezeichnung 97 = o1 (v1) erhélt man, dass die Drehung g = o102 die Seite vzv, auf
die Seite v3v; abbildet. Ebenso wird durch die Drehung h = o103 die Seite vov; auf die Seite
v901 abgebildet.

(vii) Die Gruppe G besitzt die Darstellung
G=(z,y,z|zP =y?=2" =ayz =1),

dabei haben die Erzeuger die folgende geometrische Bedeutung:

2
T = 0903 (Drehung um Punkt v; mit Winkel W)
p

2
Yy = 0301 (Drehung um Punkt vy mit Winkel ﬂ-)
q

2
Z = 0109 (Drehung um Punkt v3 mit Winkel 7T)
r

(viii) G* heifit erweiterte Dreiecksgruppe und besitzt die Darstellung
G* = (u,v,w|u? =v? = w? = (w)? = (vw)? = (wu)" = 1),
dies folgt geometrisch mit u = o3, v = 03, w = 0.

Definition 3.33 FEine Fuchssche Gruppe mit der Signatur (0;my,ms, ms;0;0) heifst Dreiecks-
gruppe, sie besitzt also eine Prdsentation der Form

A(mth,mg) = <x7y’2|$m1 = ym2 =2 = TYz = 1>u

wobei die Exponenten die Bedingungen

1 1 1
2<mp<mg<mg, —+—+—<1
mi ma ms

erfiillen. 6

Bemerkung 3.34 Wegen xyz = 1 = 2z = y~ o' ldsst sich die Relation z™3 = 1 schreiben als

(y~tz=hHms =1 bzw. (zy)™ = 1. Somit wird im folgenden die reduzierte Prisentation
A(my,me,ms) = (z,y 2™ =y™ = (zy)™ = 1)
fiir Dreiecksgruppen verwendet.

Im weiteren soll das Beispiel von 2.5 wieder aufgegriffen werden. Dort wurde mit GAP ermittelt,
dass die Dreiecksgruppe A(3,5,5) genau zwei nicht zueinander konjugierte Epimorphismen

wit A(3,5,5) — As

6Es kann gezeigt werden, dass zwei Dreiecksgruppen zueinander isomorph sind, falls die Exponenten {m1, mz2, ms}
permutiert werden. Somit ist die Bedingung m1 < mo < m3 keineswegs einschrénkend, sondern zielt lediglich auf
eine einheitliche Bezeichnung ab.
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besitzt, die durch die Angabe der Bilder der Erzeuger eindeutig bestimmt sind:

SDl(.’E) = (17273)7 Sol(y) = (17273a4a5)7 901(373/) = (173727455) und
<p2(x) = (17274)a 902(:’/) = (1’27374’5)’ @Q(Zy) = (17374a2a5)'

Die Kerne dieser Homomorphismen werden im folgenden mit
N; = ker 1 und Ny = ker g9

bezeichnet. In dieser Fortsetzung des Beispiels soll die Fragestellung untersucht werden, ob die
Normalteiler N7 und N2 in PSL(2,R) zueinander konjugiert sind oder nicht. Obwohl der hier
vorgestellte Ansatz nicht zum Ziel fiihrt, zeigt er doch auf, wie man den Fundamentalbereich der
Untergruppen von Dreiecksgruppen und die zugehorigen Seitenpaarungen bestimmen kann.

Im Korollar 2.15 wurde die Existenz von Untergruppen Vi, V5 mit

Ny < Vi < A(3,5,5),
12) )

Ny < Vo < A(3,5,5)
12) )

gezeigt. Es soll versucht werden, anhand dieser Untergruppen V; bereits zu entscheiden, ob die
Normalteiler N; in PSL(2,R) zueinander konjugiert sind. Der Vorteil eines solchen Verfahrens
wire, dass die Untergruppen V; in A(3,5,5) einen deutlich geringeren Index als die Normalteiler
N; besitzen.

Im folgenden soll die Herangehensweise an dieses Problem geschildert werden. Dabei werden
nicht die Untergruppen Vi, Vo benutzt, die die Kenntnis der Normalteiler N7, No zwangslaufig
voraussetzen, sondern die Index-5-Untergruppen U; von A(3,5,5). Erst im spéteren Verlauf wird
die Zuordnung zwischen den U; und V; hergestellt.

In Abschnitt 2.5 wurde mit Hilfe von GAP ermittelt, dass die Dreiecksgruppe A(3,5,5) die
folgenden drei Untergruppen vom Index 5 besitzt:

Ul == < %yzy*layflzy,y%y% > (<) A(37575)3
5

U= (z,yzy™y oy =%y ey ) 5 A(3,5,5),
5

Us = (x,yaty,y?xty™ 1) 5 A(3,5,5).
5

Als Rechtsnebenklassen erhalt man:

UN\A(3,5,5) ={U1, U1y, U1 y*, Ury°, UL y* }

Uo\A(3,5,5) = {Us, Uz y, U y*, Us y°2, Us y?2% } = {Us, Uz y, U y*, U2 y*, Ua y* }
da Uy y® = Uy y2x und Us y* = Uy y22>.

Us\A(3,5,5) ={Us, Us y,Us yz, Us yz?, Us yay} = {Us,Usy, Us v, Usy®, Us y4} ,
da Usy? = Usyx, Us y® = Us yzy und Us y* = Us ya®.

Es folgt also, dass alle drei Untergruppen das Rechtsnebenklassenvertretersystem {1,y,y2, 3, y*}
besitzen. Zur Identifizierung der Untergruppen wird im folgenden untersucht, wie A(3,5,5) auf
den Rechtsnebenklassen operiert.

1. Nummeriert man die fiinf Nebenklassen von U;\A(3,5,5) in der angegebenen Reihenfolge
mit 1,...,5 durch, so operiert der Erzeuger = wie die Identitét und y wie (1,2,4, 5, 3). Wegen
((1,2,4,5,3)) = Cs operiert die Dreiecksgruppe zyklisch auf den Nebenklassen von Uj.

2. Nummeriert man die fiinf Nebenklassen von Uz\A(3,5,5) in der zuerst angegebenen Reihen-
folge mit 1,...,5 durch, so operiert der Erzeuger x wie (3,4,5) und y wie (1,2,4,5,3). Wegen
((3,4,5),(1,2,4,5,3)) = As operiert die Dreiecksgruppe alternierend auf den Nebenklassen
von Us.

3. Nummeriert man die fiinf Nebenklassen von Us\A(3,5,5) in der zuerst angegebenen Reihen-
folge mit 1,...,5 durch, so operiert der Erzeuger x wie (2,4, 3) und y wie (1,2,4,5,3). Wegen
((2,4,3),(1,2,4,5,3)) = A5 operiert die Dreiecksgruppe alternierend auf den Nebenklassen
von Us.
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Das Linksnebenklassenvertretersystem erhélt man aus dem Rechtsnebenklassenvertretersystem
durch Invertieren der Représentanten. Damit gilt fiir ¢ € {1, 2,3}

A(3,5,5)/Us = {Us,y™ Uiy~ Uiy Uiy~ Ui} = {Us,y Ui,y Ui,y Uiy Ui}
Nach [Bea83] besitzen alle Untergruppen U; den Fundamentalbereich
FUyFUy*FUPFUyF,

wobei F' der Fundamentalbereich von A(3,5,5) ist. Abbildung 3.1 stellt mit p = 3,q = r =
5 den Fundamentalbereich F' = T U 01(T") dar. In Abbildung 3.2 ist der Fundamentalbereich
der Untergruppen U; dargestellt mit den im folgenden benttigten Beschriftungen der Eckpunkte
und den Seitenbezeichnungen s; fiir ¢ € {1,...,10}. Daneben befindet sich die Einbettung dieses
Fundamentalbereiches in das Modell 242 der hyperbolischen Ebene und die erzeugte Parkettierung.
Beide Darstellungen wurden von einem eigens dafiir entwickelten Computerprogramm erstellt,
welches Transformationen in der hyperbolischen Geometrie ausfithren kann.

C=y4D)

Abbildung 3.2: Zehneckiger Fundamentalbereich von U; und induzierte Parkettierung von U?

Die drei Untergruppen Ui, Us, Us besitzen zwar denselben Fundamentalbereich in der hyperboli-
schen Ebene, aber die Seiten miissen gemifl Theorem 3.24 auf unterschiedliche Weise miteinander
identifiziert werden. Dieses Theorem gibt auch gleich einen Hinweis darauf, wie die Seitenpaarun-
gen zu finden sind: Man betrachte die Erzeuger der Untergruppen und ihre Operation auf den
Seiten.

Seitenpaarungen fiir U;.

1

Uy =(z,yzy "y ey, y’ay™?)

2
2 ist Drehung um Punkt A mit Winkel % im mathematisch positiven Drehsinn

2
y ist Drehung um Punkt B mit Winkel g im mathematisch positiven Drehsinn

Aus geometrischen Uberlegungen ist offensichtlich: z(s;) = sy = Pérchen {s1, s19}. Daraus folgt
unmittelbar

(yzy=")(ss) = (yz)(s1) = y(s10) =sy = Pérchen {sg,s3},
(ytzy)(so) =y 'z)(51) =y '(s10) =ss = Piirchen {sg,s0},
(2xy=2)(ss) = (Px)(s1) =y?(s10) =s1 = Parchen {s4,s5},
(Pry=2)(s7) = (y32)(s1) =19>(s10) =56 = Pirchen {sq,57};
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die letzte Zeile ist nur korrekt, wenn gezeigt werden kann, dass y3xy 3 € U; gilt. Dies ist der Fall,
da

WPy ) (yay ) e (y ey T =yt y Ry T ey ey
— y2$71y71x71y71x71y71‘r71y
=y (y e ey
=ylzy? € Uy,

da in der Dreiecksgruppe A(3,5,5) = (z,y,z |23 = y® = (zy)® = 1) natiirlich die Beziehung
(zy)® =1= (y~lz71)5 =1 gilt.
Ergebnis. Fiir U; lauten die Seitenpaarungen {s1, s10}, {$2, 53}, {84,585}, {S6, s7} und {ss, s9}.

Seitenpaarungen fiir Us.

1 2

Us = (z,yzy 'y tay 2y 2oy )

Damit gilt auch hier (s1) = s19 = Pérchen {s1, s10}. Daraus folgt unmittelbar

yzy~1)(s3) = (yz)(s1) = y(s10) = sy = Pirchen {s2,s3},

'2)(s1) =y Y(s10) =ss = Pérchen {ss,ss},
)(s1) =y 2%(s10) =ss = Pirchen {sg, 59},
= (y®2)(s1) =y%*(s10) =s4 = Pérchen {s4,s7};

<
8
<
~—
—~
©»
=)
u—
I

die letzte Zeile ist nur korrekt, wenn gezeigt werden kann, dass y2xy 3 € U, gilt. Dies ist der Fall,
da

(v oy ) w (yry ) - (y ey )T (v ay) T (v ey )

=ylr tyzyry Nyt yy e T Py T ey T2 = v yayayayay 2
= y’z(zy)’y~® = y’ay? € Us.

Ergebnis. Fiir U, lauten die Seitenpaarungen {s1, s10}, {$2, 3}, {84,537}, {85, 88} und {sg, s9}.

Seitenpaarungen fiir Us.
Us = (z,ya 'y, g’z y™h)

Damit gilt auch hier 271 (s109) = s; = Pérchen {sy, s10}. Daraus folgt unmittelbar

(yr~y)(ss) = (yxY(s10) =y(s1) =s3 = Pérchen {s3,ss},
(Pr~ty™H(s2) = (¥?2 Y (s10) =9%*(s1) =s5 = Pirchen {sq,s5},
(y?xy)(SQ) = (y%7)(s1) =y%(s10) =s4 = Pirchen {54,509},
(WPr~ ) (ss) = (P2 Y (s10) =93(s1) =s7 = Pirchen {sg,s7};

die letzten beiden Zeilen sind nur korrekt, wenn gezeigt werden kann, dass y?zy, y3z~1y? € Us gilt.
Dies ist der Fall, da

WPa~ly ™) - (ya~ly) = ¥ %y = yPay und

(e ty) "t (Pety T (T y) e (YR TyT) T =y
=y layzyayay T =y (ya) 'ty =yl Ty Ty
(zy)s =1= (yz)4y =z = (ya:)4 =z lylin A(3,5,5) gilt.

1 2

zy 'yt y T iy yayay T
=y’e 'y’ da

Ergebnis. Fiir Us lauten die Seitenpaarungen {s1, s10}, {S2,55}, {3,538}, {54, So} und {sg, s7}.

Korollar 3.35 Die Dreiecksgruppe G = A(3,5,5) besitzt drei in G nicht zueinander konjugierte
Untergruppen Uy, Us, Us vom Index 5. G operiert auf der Faktorgruppe Ui\G zyklisch und auf Us\G
und Us\G jeweils wie die alternierende Gruppe As.

Besitzt /A\(3,5,5) den Fundamentalbereich F in der hyperbolischen Ebene, so besitzen diese
Untergruppen U; den Fundamentalbereich F U yF U 4?2 F U y3F U y* F. Bezeichnet man die
Seiten dieses hyperbolischen Zehnecks wie in Abbildung 3.2 angegeben, so besteht die Menge der
gemdfs Theorem 3.24 kongruenten Seitenpaare

e bei Uy aus {s1,s10}, {52,583}, {54,585}, {56,587} und {ss,s90};
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o bei Uz aus {813310}; {82733}: {84357}; {55758} und {86789};
o bei Us aus {s1, 510}, {s2,55}, {$3,58}, {54,589} und {se, s7}.

Damit ist klar, dass die Mengengleichheit {V;,Va} = {Us, U3} gilt. Die genaue Zuordnung ist fiir
die néchsten Schritte bedeutungslos.

Diese Untersuchung der Seitenpaarungen der Fundamentalbereiche sollte eigentlich dazu genutzt
werden, ein einfaches Verfahren zu entwickeln, welches entscheidet, ob die zwei Normalteiler Ny
und Ny in PSL(2,R) zueinander konjugiert sind. Da dieser Ansatz nicht zum Ziel fithrt, wird
er hier nicht weiter verfolgt. Das Beispiel blieb trotzdem Bestandteil dieser Ausarbeitung, da es
demonstriert, wie man die Paarungen der Seiten des Fundamentalbereichs finden kann.

Zum Abschluss dieses Abschnittes soll die Grundidee des gescheiterten Ansatzes skizziert werden.

Vermutung 3.36

(1) Es gibt keine Isometrie von U?, die den oben konstruierten zehneckigen Fundamentalbereich
von Uy mit den Us—Seitenpaarungen auf den obigen Fundamentalbereich von Us mit den
Us—Seitenpaarungen abbildet.

(2) Fiir jeden Fundamentalbereich Fy von Uy und jeden Fundamentalbereich Fs von Us existiert
keine Isometrie von U?, die Fy auf F3 inklusive Seitenpaarungen abbildet.

(8) Es gibt kein Element h € PSL(2,R) mit U} = Us, d.h. die Untergruppen Us, Us sind in
PSL(2,R) nicht konjugiert zueinander.

(4) Die oben definierten Normalteiler N1 und No sind in PSL(2,R) nicht konjugiert zueinander.

Beweisansitze.

(1) Diese Aussage ist sicher noch recht leicht zu zeigen, da ein regelméBiges Zehneck nur end-
lich viele Symmetrien besitzt. Es geniigt nachzuweisen, dass keine dieser Symmetrien die
erforderliche Bijektion der Seitenpaarungen herstellt.

(3) Dies folgt aus (2) durch einen indirekten Beweisansatz. Gibe es ein solches Element h, so giibe
es auch Fundamentalbereiche von U; und Us, die sich inklusive Seitenpaarungen aufeinander
abbilden lieflen.

(4) Auch dieser Beweisteil miisste indirekt gefithrt werden und aus (3) und der Untergruppenkette
von Korollar 2.15 einen Widerspruch folgern.

3.4 Darstellung von Dreiecksgruppen

In diesem Abschnitt soll die Herleitung einer Darstellung der Elemente einer konkreten Dreiecks-
gruppe A(my,ms2,m3) im Vordergrund stehen. Als Ergebnis soll eine Darstellung entstehen, die
exakte und effiziente Computerberechnungen ermoglicht.

Nach dem Theorem 3.5 sind die beiden Modelle H? und ¢ fiir die hyperbolische Ebene isomorph
zueinander. Fiir die nachfolgenden Berechnungen wird zunichst das Modell 22 zugrunde gelegt,
zur Bildung einer effizienteren Darstellung wird spiter das Modell H? verwendet.

Im folgenden soll ein hyperbolisches Dreieck ABC im Modell 22 betrachtet werden, dessen Innen-
winkel die Groflen

™ ™ T
a=—, = —, -
mq mo ms
besitzt; Lemma 3.32 stellt die Existenz stets sicher. Zur Bezeichnung der Eckpunkte, Dreiecksseiten
und Innenwinkel wird auf Abbildung 3.3 verwiesen. In dieser Darstellung wird jeder Eckpunkt
mit derjenigen komplexen Zahl identifiziert, die seine Position beschreibt. Das Dreieck wird so
gewihlt, dass der Eckpunkt A mit dem Koordinatenursprung zusammenfillt und der Eckpunkt B
eine positive reelle Zahl darstellt. Unter diesen Voraussetzungen gilt nach [Bea83], S. 148 fiir die
Eckpunkte

A =0, B=tanh (g), C = €' tanh (2) .



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 32

Abbildung 3.3: Lage des Standarddreiecks in /2

Der Kosinussatz 3.17(3) ermoglicht es, die Seitenldngen b und ¢ durch die Innenwinkel auszu-
driicken:

cos « cosy + cos 8 cos « cos 3 + cosy

sin ¢ sin 3

coshb = , coshe =

sin o sin 1y
Aus der allgemeingiiltigen Beziehung

z—1
z+1

tanh <; arcosh z> =

erhélt man damit eine Darstellung von B, die nur die Innenwinkel des Dreiecks benotigt:

B+
B — tanh (€) — Smasmg — — 1 [cos(a+ B) + cosy
= tan - cos a_cos B4cos y + 1 - COS(a — ﬁ) T cos .
sin « sin 3

Somit ist die Lage des Standarddreiecks fiir jede Dreiecksgruppe A(my,me, mg) festgelegt.

Zur Darstellung der Erzeuger der Dreiecksgruppe muss die Rotation um einen beliebigen Punkt
beschrieben werden kénnen.

Lemma 3.37

(1) Die Isometrie von U?, die eine Translation des Nullpunktes in einen Punkt B € (—1,1)
vermittelt, besitzt die Gestalt

_z+B
" Bz+1°

To—p: U* —U?, Ty_p(2)

(2) Die Abbildung
Ro.p: U? — U?, Ro,(2) =€ -2

stellt eine Rotation um den Winkel ¢ im mathematisch positiven Drehsinn mit Zentrum 0
dar.

Beweis.

(1) Da eine Translation eine orientierungserhaltende Isometrie von U4? ist, besitzt sie nach [Bea83],
S. 137 die Gestalt

az + ¢

To-p(2) = cz+a
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Da die zwei Fixpunkte der Translation die Punkte 1 und —1 sind, erhélt man
Tomp( 1)=1 = a+c=c+a = a—a=c—¢,
To—p(-1)=—1 = —a+¢=—-(—c+a) = a—a=c—F

und somit gilt ¢« — @ =a — a = a = @ = ¢ = ¢. Schliellich folgt aus

Tip(0)=B = -=B

mit der Wahl ¢ = 1 die Behauptung.
(2) Die Behauptung folgt unmittelbar aus den Bedingungen

az + ¢ ;
RO;w(Z) = => RO;@(O) =0, RO;@@(l) =e¥. O

cz+a
Vereinbarung. Nach dem Theorem 3.9 (3) operiert die Gruppe SL(2,R) auf H? durch

a b

b
zeM?, 9:<c d)eSL(2,R) oo 22T

cz+d’

Im folgenden wird jede Matrix g = (2 %) € GL(2,R) mit det g > 0 mit der Isometrie z — 29 = %IZ
identifiziert und umgekehrt. Dies ist mdoglich, da die Hintereinanderausfithrung von Isometrien
dquivalent zur Produktbildung der entsprechenden Matrizen ist. Auch wird stets stillschweigend
vorausgesetzt, dass fir g natiirlich der entsprechende Vertreter g* € PSL(2,R) zu wéhlen ist. So

miisste man jedes g € GL(2,R) mit det g > 0 durch ¢g* = ﬁ gl € PSL(2,R) ersetzen.

Nach [Bea83], S. 137 besitzen die orientierungserhaltenden Isometrien von U4? die Gestalt
az+¢
cz+a

Z

fiir komplexe Zahlen a,c € C mit |al? — |c|? = 1. Die Matrizen

(¢ 2

operieren natiirlich auf 242 in der obigen Weise. Auch hier soll vereinbart werden, dass Matrizen

der Form (¢ <) (und Vielfache davon) mit den entsprechenden Isometrien identifiziert werden.

a,c € C, |a|* —|c* = 1}

Mit Hilfe dieser Vereinbarung besitzen die Isometrien aus Lemma 3.37 die Matrixdarstellungen

1 B w0
To_—B = (B 1) , Ro;¢(z) — <60 1> .

Da nach der Vereinbarung alle Matrizen als Elemente von PSL(2,R) angesehen werden, gilt fiir
die Umkehrabbildung

1 -B

—1

= (1 B).

Nach Bemerkung 3.34 wird die Dreiecksgruppe A(mq,mz, m3) von den Isometrien  und y erzeugt,
wobei = eine Rotation um den Winkel fn—"; = 2 mit Zentrum A = 0 und y eine Rotation um den

Winkel 7277; = 2 mit dem Zentrum B darstellt. Nach Lemma 3.37(2) besitzen die Erzeuger somit
die Darstellungen

2t 0
T = RO;Qa = (60 1) )

- 1 B e?8 0 1 -B
y:RBﬂﬁ:TOﬂBORO;ZﬁOToiB:<B 1>.<0 1) ' \-B 1

_ <(ew B2 (2 - 1)3) |

e? —1)B  1— 2P B2

Das néchste Lemma vereinfacht diese Darstellungen, indem alle Matrixeintréige durch einen geeig-
neten Term gekiirzt werden. AnschlieBend werden alle Uberlegungen in das Modell H? iibertragen.
Damit erreicht man, dass alle Matrizeneintrége reelle Zahlen sind.
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Lemma 3.38
(1) Die obigen Erzeuger der Dreiecksgruppe besitzen im Modell U? die Darstellungen

) B%41 |, B%-1
. (eza Om) y:< i+ 1555+ cot 8 . 71132 1 )
— 3 + . — :
0 € 1 — 5B +ZW Cotﬁ

(2) Wendet man den Isomorphismus aus Theorem 3.5 auf die Erzeuger an, so wird die Dreiecks-
gruppe A(my,ma,m3) in H? erzeugt von

. [—cosa —sina d i —cosf3 —sinf q bei _1+B It
=\ sina  —cosa) YT sinﬁ% —cosp )Wt d =g 9

Beweis.

(1) Die angegebene Darstellung von z erhilt man nach Division aller Matrixeintriige durch e*®.
Dividiert man die Eintréige von y durch (e?® — 1)B, so erhlt man zunichst

$2iB_ g2
_ [t =s 1
y= 1 1-e28p2 |-

(eZF—1)B
Explizite Berechnung der Matrixeintriage fiihrt auf

e* — B2 cos(28) — B? +i sin(2)
(€26 —1)B ~ (cos(26) — 1)B + i B sin(203)
_ [cos(283) — B? + i sin(23)] [(cos(28) — 1)B — i B sin(20)]
(cos(283) — 1)2B2 + B2 sin*(23)
(B? +1)(1 — cos(28)) Y B? -1 sin(20)
2(1 —cos(28))B 2B 1 —cos(20)
_B*+1, B?*-1

55 +1 55 cot 3,

1—e*B? 11— cos(28)B? — i B? sin(23)
(€2 —1)B  (cos(2B) — 1)B + i B sin(2p)
[1 — cos(283)B? — i B? sin(23)] [(cos(283) — 1) B — i B sin(23)]
(cos(283) — 1)2B2 + B2 sin’(23)
(1 —cos(268))(-=B%—1) . B?—1 sin(23)

B 2(1 — cos(23))B? ‘9B 1- cos(23)
B’4+1 B?-1
=55 +1 ¥ cot (3.

(2) Bezeichnet f: H? +— U? den Isomorphismus von Theorem 3.5 zwischen den beiden Modellen
der hyperbolischen Ebene, so gilt

f<z>=j;§,f—1<z>=i+ji’bzw-f=(i _f)’f_l:(il 1)

Betrachtet man das hyperbolische Dreieck mit den Eckpunkten f=1(A), f~1(B) und f~1(C)
in H?, soist 2 = f~! oz o f eine Rotation um den Winkel 2a: mit dem Zentrum f~1(A4) =i
und § = f~loyo f eine Rotation um den Winkel 23 mit dem Zentrum f~!(B). Man erhiilt

b= flogof= iod\ (e 0\ (1 —i\ _ (2icosa 2isina
= rel=1{1 1 0 e ia 1 i) \2isina 2cosa

mit det(#) = —4. Um die Determinante 1 zu erhalten, werden alle Matrixeintrége durch —2i
geteilt und man erhélt wie behauptet

. —cosa —sina
T = . .
sina —cosa
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Analog erhilt man

; ; B241 , . B*-1 ;
G=floyof= i A+ i 2t cot 8 ) 712 1 —i
-1 1 1 B i B cotp) \1 0

< 2i cos 3 2¢ sin 8 %fg)

—2¢ sin 3 % 2i cos 3

mit det(§) = —4. Division aller Matrixeintrige durch —2i liefert die Behauptung. o

Im folgenden wird nur noch mit dieser Darstellung der Dreiecksgruppe durch Isometrien in H?
gearbeitet; zur Einfachheit wird = statt & und y statt g geschrieben. Im weiteren soll untersucht
werden, inwiefern die gefundene Darstellung der beiden Erzeuger fiir eine efliziente Computerre-
prasentation von Dreiecksgruppenelementen genutzt werden kann.

Lemma 3.39 Verwendet man fiir eine Fuchssche Dreiecksgruppe /\(mq,ma, m3) die Bezeichnun-
gen

w T _ T p_ cos(a+ ) +cosy 1+ B
T cos(oz—ﬁ)—l—cosv’q_l—B7

so gelten die folgenden Aussagen.
(i) Das Element q erfillt die Gleichung
@ —wqg+1=0,
wobei hier und im folgenden

cos « cos B + cosy
w =2

- - € Q(cos a, cos 3, cos 7y, sin «, sin [3)
sin « sin 8

gesetzt wird.
(ii) Es gilt ¢> = wq — 1, % = —q+w, q% = —wq+ (w? - 1).
(i4i) Das Element w erfillt die Gleichung

w4 (cos a cos B + cosy)? o,
(1 —cos? a)(1 — cos? )

es gilt also
[F(w)(q) : F| <2 [F(w) : F| < 4,
falls F = Q(cos «, cos B3, cosy) abkiirzend verwendet wird.
Beweis.
(i) Setzt man abkiirzend

u = cos(a + ) + cos,
v =cos(a — ) + cos,

so gilt

m 14,/Z NG
B " und damit q:1+B: \ﬁ:ﬁ—i—\/ﬂ:v—l—u—i—Q uv
v 1-B 17\/1@) \[—\/ﬂ v—Uu

Aus dieser Gleichheit folgt zum einen

1

Viw = 5 (a0 — ) - (v + )
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und zum anderen

2= (v—&—u—!—Q\/uv)Q (v u)? + duv + 4(v + u)uw

v—u (v—u)?
_(+w)’ Hduww+4@+u) - 5(gv—u) - (v+u)  —(v—u)® +2(0 —u)(v +u)g
(v —u)? (v —u)?
=2 Zi_z q—1.

Macht man die obigen Ersetzungen fiir v und v wieder riickgéngig, so erhélt man wie be-
hauptet
9 cos a cos 3 + cosy

q¢-—2 . - g+1=0.
sin a sin G

(ii) Die Aussagen folgen aus der Gleichung ¢ — wq + 1 = 0 unmittelbar:

2

q¢° = wqg—1,

1 —q% +w

- = ¢ q:_Q+w7

q q

1 —q+w

2 qq = —l+w(—¢+w) = —wg+ (v’ - 1).

(iii) Die Giiltigkeit der angegebenen Gleichung folgt sofort aus Teil (i).
Ist w € F, so ist |F(w) : F| = 1, ansonsten ist F(w) eine quadratische Erweiterung von F, und
w besitzt das in (iil) angegebene Minimalpolynom iiber F.
Ist ¢ € F(w), so ist |F(w)(q) : F(w)| = 1, ansonsten ist F(w)(q) eine quadratische Erweiterung
von F(w), und ¢ besitzt das in (i) angegebene Minimalpolynom iiber F(w). a

Lemma 3.40 Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.39 ist die Menge

A+Bq C+Dgyg
{(—C—D; A+B1 A,B,C,D € F(w)
multiplikativ abgeschlossen, wobei F den Korper Q(cos a, cos 3, cos7y) bezeichnet.

Beweis. Im folgenden wird gezeigt, dass fiir beliebige A, B, C, D, E, F, G, H € F(w) stets

A+Bq CC+Dyg E+Fq G+Hgq\ (I+Jq K+Lg
~C-D1 A+BLJ\-G-H; E+FLl) " \-K-L. I+J]

gilt, falls
I=(AF—-BF-CG—-DH)—-CH w,
J=(AF +BE+ CH — DG) + BF w,
K =(AG—-BH+CE+ DF)+CF w,
L=(AH+BG—-CF+DE)+ BH w

gesetzt wird. Sei dafiir

A+Bq C+Dgq E+Fq G+Hgq\ (P Py
~-C-D3i A+BLIJ\-G-HL E+FL)7\Py Pn)

1
q
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Durch Produktbildung erhélt man
1
Py = BF ¢+ (AF+BE—-DG)q—CH g+(AE—CG—DH)
= BF (wg—1)4+(AF+BE —-DG) ¢q—CH (—qg+w)+ (AE — CG — DH)

= [(AE - BF —CG — DH) — CH w] + [(AF + BE + CH — DG) + BF w] ¢
= I+Jgq

1
Py = BHq2+(AH+BG+DE)q+C’F§+(AG+C’E+DF)
= BH (wq—1)+ (AH+ BG+ DE) g+ CF (—q+w) + (AG+ CE 4+ DF)

= [(AG-BH+CE+DF)+CF w|+|[(AH+ BG—-CF +DE)+ BH w] q
= K+ Lg

1 1
Py = —CFq—(AH+BG+DE)  ~BH - —(AG+CE + DF)
1 1 1
~CF (=)~ (AH+BG+DE) = BH (~q+w) _ — (AG+CE + DF)
1
— —[(AG — BH + CE + DF) + CF w] — [(AH + BG — CF + DE) + BH w] -
q

1
= -K-L-
q

Py = —CHq+MF+BE—m%$+BF§5+ME—CG—DH)
4HHw—5%HAF+BE—M$é+BFQw+w)5+ME—CG—DH)
= [(AEfBF—CG—DH)fC’Hw]+[(AF+BE+OH7DG)+BFw]é
— I+J1. i

q

Lemma 3.41 Mit den Bezeichnungen von Lemma 3.39 ist die Menge

M- a+bsinasinfq csina+dsingq
- —csina—dsinﬁ% a—l—bsinasinﬂ%

a,b,c,deF}

multiplikativ abgeschlossen, wobei F den Korper Q(cos «, cos 3, cos7y) bezeichnet.

Beweis. Wegen F(w) = Q(cos , cos 3, cos 7, sin a, sin 3) kann das Ergebnis von Lemma 3.40 in der
folgenden Art und Weise benutzt werden. Belegt man die Bezeichner mit den Werten

A=a, B=bsinasing, C=csina, D =dsinf,
E=e F=fsinasing, G=gsina, H = hsing,

so gilt auch hier

A+Bq C+Dgq E+Fq G+Hq\ (1+Jq K+1Lg
~C-D, A+B )J\-G-H,; E+F ) \-K-L; I+J;)"

Zum Nachweis der Behauptung muss gezeigt werden, dass diese letzte Matrix in der Menge M
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enthalten ist. Man erhalt fiir ihre Eintrége

I = (AE—-BF-CG-DH)—CHw
(3.40)

(539 [ae — (b sina sin B)(f sina sin 8) — (¢ sina)(g sina) — (d sin B)(h sin 3)]

—(csina)(h sing) -2 cosa cosf + cosy

sin « sin 3
= ae—bf sin’a sin®3 — ¢g sin®a — dh sin?f — 2ch(cos o cos 4 cos v) €F

5y AF +BE+CH = DG) + BF w

(539) [a(f sina sin B) 4+ (b sina sin B)e + (¢ sina)(h sin 8) — (d sin 3)(g sin )]

cos « cos 3 + cosy

b si . ; i -2
+(b sina sin 5)(f sin e sin 3) sin o sin 8

= |af +be+ ch—dg+2bf(cosa cos S+ cosvy)] sina sin 3 € (sina sin3) F

o) (AG = BH + CE+ DF) +CF w

(3:39) [a(g sina) — (b sina sin B)(h sin B) + (¢ sina)e + (d sin B)(f sina sin 5)]

cos « cos 3 + cosy

. y . 9
+(c sina)(f sina sin f) Sna sn g

= [ag — bh sin®B + ce + df sin?B 4 2cf(cos a cos f + cosy)] sina € (sina)F

) (AH +BG—CF +DE) + BH w

39) [a(h sin B) + (b sin sin 3)(g sina) — (¢ sina)(f sina sin 3) + (d sin B)e]

cos & cos 3 + cosy
sin « sin

+(b sina sin B)(h sin 3) - 2
= [ah + bg sin®a — cf sin?a + de + 2bh(cos a cos B + cosy] sin 8 € (sin)F. O
Korollar 3.42 Die Fuchssche Dreiecksgruppe G = A(my, ma, ms) wird erzeugt von
—cosa —sina —cosf3 —sinf q
T = . und y=| . 1 ,
sina —cosa smﬁa —cos 3

dabei gilt

71—1—@ B\/cos(a—i—ﬂ)—f—cosy S ™ T

1= ’ cos(a — 3) + cosy’ m mo ms
Weiterhin besteht die Inklusion

B - a+bsinasinfq csina+dsingq
G=(z,y) CM= { <—csinoz—dsin,6(11 a+ b sinq sin 8 %

a,b,c,dEIF}

iber dem Korper F = Q(cos «, cos 3, cos 7).

Beweis. Die Darstellung der Erzeuger folgt aus Lemma 3.38. Offensichtlich gilt z,y € M. Da M
nach Lemma 3.41 multiplikativ abgeschlossen ist, liegt auch jedes endliche Produkt von z- und
y-Potenzen in M. Wegen =1 = 2™ =1 und y~! = y™271 gilt A(my, ma, m3) C M. a

Lemma 3.43 Sei G die Fuchssche Dreiecksgruppe A(my,ma, ms3).
(i) Fir jedes Element g € G gilt tr(g) € F = Q(cos o, cos 3, cos ).

(ii) Die Menge tr(G) ist enthalten im Ring Z[2,2 cosca,?2 cos 3,2 cosvy], der von {2, 2 cosa,
2 cos 3, 2 cos~y} dber Z erzeugt wird. Weiterhin gilt Q(tr(g)|g € G) =F.

Beweis.

(i) Nach dem Korollar 3.42 gilt g € M. Somit existieren a,b,¢,d € F mit

([ a+bsinasinBq csina+dsinggq
9= —csina—dsinﬂ% a—|—bsinozsinﬂ% ’
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Daraus folgt sofort

cos « cos B + cosy

1
tr(g) =2a+ b sina sin g <q—|—> = 2a+bsinasing-2
q) (3.39)

= 2a + 2b(cos « cos B + cosy) € F.

sin « sin 8

(ii) Eine Skizze dieses Beweises befindet sich in [Tak77a], S. 95, der auf eine Erwihnung dieser
Aussage in [Mag74], S. 148 verweist. Auch Svetlana Katok zitiert in [Kat92], S. 154 diese
Behauptung. O

Das Korollar 3.42 ermoglicht eine effektive Computer-Darstellung von Dreiecksgruppenelementen.
Dabei wird ein g € A(mq,ma,m3) durch vier Elemente a,b,c,d € Q(cosq,cosf,cosy) in der
folgenden Art und Weise représentiert:

a+bsinasinfq csina+dsingq
g=la,b,c,d = .

—csina —d sin 8 % a+bsina sin 3 %
Da «, 8 und v jeweils die Gestalt * fiir natiirliches n besitzen, und cos 7 fiir jedes n € N algebraisch
iiber Q ist [Rei96], ist Q(cos a, cos B3, cos ) ein endlichdimensionaler Vektorraum iiber Q. Somit lésst

sich jedes g € A(mq,ms, m3) durch endlich viele rationale Zahlen exakt darstellen. Nach Korollar
3.42 besitzen die FErzeuger in der obigen Notation die Darstellungen

x =[—cosq,0,-1,0], y =[-cosf,0,0,—1];
die Multiplikation ldsst sich gemafi Lemma 3.41 durch

[a,b, ¢, d]le, f,g,h] = [ae — bf sin’a sin?F — cg sin®a — dh sin®3 — 2ch(cos o cos B + cos ),
af 4+ be+ ch —dg+ 2bf(cos a cos 8 + cos7y),
ag — bh sin®3 + ce + df sin?B + 2cf(cos a cos 3 + cos7),
ah + bg sin®a — cf sin®a + de + 2bh(cos o cos 3 + cos )]

1 1

beschreiben. Wegen 7! = 2™ ~! und y~! = ™2~! lisst sich jedes Element als endliches Produkt
von z- und y-Potenzen darstellen, wobei alle Exponenten aus einem bestimmten Bereich gew&hlt
werden konnen:

T
g= Hmsiyt"’ mit s; € {0,...,m1},t; €4{0,...,ma}.
i=1

Die Bestimmung der Darstellung eines solchen konkreten Elements der Dreiecksgruppe erfolgt
durch Nachvollziehung der Produktbildung der entsprechenden Darstellungen der Erzeuger  und
y. Fiir eine Optimierung der Berechnungszeit kénnen die Darstellungen der Potenzen %, y? fiir
i€40,...,m1} und j € {0, ..., my} vorausberechnet werden.

Nach Lemma 3.43 erfolgt die Berechnung der Spur eines Elementes nach der Vorschrift

tr([a, b, ¢, d]) = 2a + 2b(cos a cos B + cos 7).
Mit Hilfe dieser Bemerkungen ist es moglich, fiir in Produktdarstellung gegebene Elemente von
A(my,mae,m3) die exakte Spurberechnung relativ effizient durchzufiihren.

3.5 Quaternionen-Algebren

In diesem Abschnitt soll nachgewiesen werden, dass die oben hergeleitete Multiplikation von Drei-
ecksgruppenelementen als Multiplikation in einer speziellen Quaternionenalgebra aufgefasst werden
kann. Dazu soll zunéchst der Begriff einer Quaternionenalgebra erarbeitet werden, die Darstellung
stiitzt sich dabei weitgehend auf [Far01].

Definition 3.44 FEin assoziativer Ring A heifit Algebra iiber einem Korper F, falls A ein Vek-
torraum tber IF ist, der eine assoziative Multiplikation besitzt, die

(Aa)(b) = a(\b) = A(ab)
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fir alle a,b € A, A € F erfillt. Fine Algebra A heifst kommautativ, falls
ab="ba fir alle a,b € A gilt.

Eine Algebra besitzt ein multiplikatives Einselement, falls ein Element 1 € A mit
al=1la=a firaleacA

existiert. Ein Ideal einer Algebra A ist eine Teilmenge I C A, die selbst wieder eine Algebra ist
und fir die

az €1, zael

fir alle a € A und z € I gilt. Fin echtes Ideal ist ein Ideal I von A mit I # A. Fine Algebra A
heifst einfach, falls

(i) {ab|a,be A} # {0} und
(ii) das einzige echte Ideal von A das Nullideal T = {0} ist.
Das Zentrum einer Algebra A ist definiert durch
Z(A) ={a € A|ab=ba fir alle b€ A}.
Eine Algebra heifit zentral, falls
Z(A)={ 1| ) eF}.

Eine Divisionsalgebra ist eine Algebra mit multiplikativem Einselement, in welcher jedes von
Null verschiedene Element invertierbar ist.

F sei ein Korper mit charF # 2. Fine Quaternionenalgebra iber F ist eine einfache, zentrale
Algebra A mit dimp(A) = 4.

Theorem 3.45 Jede Quaternionenalgebra ist isomorph zu einer Algebra A mit Basis {1,i,7,k}
mit

i‘=al, j2=0b1, k=1ij = —ji,
dabei sind a,b € F* =F\ {0}. Als Schreibweise wird tiblicherweise das Hilbertsymbol
a,b
A==
(%)

verwendet.

Definition 3.46 Als Quaternionenalgebra von W.R. Hamilton sei

()

bezeichnet. Die Matrix-Algebra M(2,TF) besteht aus allen 2 X 2-Matrizen mit Eintrigen aus dem

Kérper F mit der iblichen Matriz-Addition und Multiplikation. Sie ist stets isomorph zu (1]5%1) 7

Theorem 3.47

b
1 Ist a € (F*)?, so gilt ¢ ~ M(2,TF).
F
2 by? b
(2) Fiir alle x,y € F* gilt L2 ) o (20
F F
(3) Wegen (2) gibt es iiber F =R nur zwei zueinander nicht isomorphe

Quaternionenalgebren:

<af&b> = (lﬁzal) = <1’R1> ~ M(2,R) oder (“ﬂ;{b) ~ <lﬂ’%1) ~

"Dazu setze man beispielsweise

I B G R (R B G
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Bemerkung 3.48 SeiF ein Unterkorper von R, Qp = (_1’_1) die Hamilton-Quaternionenalgebra

iber F. Jedes Element zo 1+ 211+ 20§ + 23k € Qp \ {0} ist invertierbar und es gilt

3 —1
(20142104207 +23k)" ! = <Zzt2) (20l — 211 — 227 — 23 k).
t=0

Definition 3.49 Sei A = (“T’b) eine Quaternionenalgebra iber dem Korper F. Sei 1@ A — A die
Standard-Involution von A, die durch

x) ==, wrzol+mzi+asjtask)=a0l—x1i—22)— 23k
definiert ist, wobei T das zu x € A konjugierte Element ist. Dann heifit

Trd: A—TF, Trd(zgl+z1i+x2j+ x3k) =22
reduzierte Spur (reduced trace) und

Nrd: A—TF, Nrd(zol+zii+aej+ask)=a22—23a—x3b+a3ab
reduzierte Norm von x € A.

Bemerkung 3.50

(1) Ist v: A — T die Projektion v(zgl+ x1i+ 22§ + x3k) = g, so gilt Trd(x) = v(z +T) und
Nrd(z) = v(z - 7).

(2) Definiert man einen Homomorphismus p: A — M (2, F(y/a)) durch folgende Festlegung auf
den Basiselementen von A:

(o ) (8 8= ) w0

so besitzt ein Element xt = xgl +x11+x2j +x3k € A das Bild

To+x1v/a  xo+ x3/a
o) = (o, o e va):

Die vier Matrizen ©(1), ©(i), ¢(j), ©(k) sind linear unabhingig und es gilt o(i®) = ¢(a),
0(52) = p(b), ()e(j) = —p(i)p(i). Man erhilt, dass @ einen Isomorphismus zwischen der
Algebra A und einer F-Unteralgebra von M (2, F(\/a)) darstellt.

Aus der Giiltigkeit der Beziehungen

Trd(z) = tr(p(z)) und Nrd(z) = det(p(z))
rihrt die Benennung der Funktionen Trd und Nrd.

Bevor das Rechnen in Dreiecksgruppen auf Quaternionenmultiplikationen zuriickgefithrt werden
kann, muss zunéchst gezeigt werden, dass jede Dreiecksgruppe auf natiirliche Art und Weise in
einer Quaternionenalgebra enthalten ist. Interessanterweise stellt sich heraus, dass die im letzten
Abschnitt hergeleitete Obermenge M bereits diese Quaternionenalgebra ist. Nach Korollar 3.42
besteht die Inklusion

A(my,ma,mz) C M = { ( atbsinasingq csina+dsnf q)

—csina —d sin 3 % a+bsina sin 3 %

a,b,c,dE]F}

fiir den Korper F = Q(cos «, cos 3, cosy). Man sieht leicht, dass M eine Algebra mit der Basis

{I,eq,€e3,e4} = {((1) (1)) , sin v sin 3 (g g) , Sina (_01 (1)> ,sin 3 (_0; g)}

iiber dem Korper F ist. Im folgenden soll gezeigt werden, dass M eine Quaternionenalgebra ist.
Nach Theorem 3.45 muss dazu die Isomorphie zu einer Algebra A mit Basis {1,4, j, k} mit

i‘=al, j2=b1, k=1ij = —ji,
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fiir a,b € F nachgewiesen werden. Setzt man

1 1 0 0 0 I
il [-w 1 —sin®B W ey
il 7 l-a 1 1 0 es |
k w? —w - —w? +sin®a (1 +sin?p8) ) \es
wobei abkiirzend w = % sina sin B w = cos a cos 3 + cosy gesetzt wurde, so gilt

i* = [(1 4 sin®B)(@* — sin’a sin®B)] 1 € F 1
7% —sin’a (1 +sin’3)] 1 € F 1,

L,
Il

Die oben angegebene Transformationsmatrix besitzt die Determinante

(1+sin®g) (—w” + sin’a (1 + sin?3))

= (1 + sinzﬁ) (2 —2cos’a — cos?3 — cos®y — 2 cos v cos 3 cos 'y) .

Ist diese Determinante von Null verschieden, so bildet {1,i,j, k} eine Basis einer Algebra A, die
isomorph zu M ist. Damit ist M eine Quaternionenalgebra, falls

2 — 2cos’a — cos?3 — cos?y — 2cos o cos 3 cosy # 0.

Bemerkung 3.51 Die oben angegebene Belegung fiir die Basiselemente von A erhdilt man aus dem
Ansatz

1 1 0 0 O 1
t] la b c d e abedef.ghmunprelR
J e f g h ez |’ »0,6,a,€, J,9,1, M, N, P, >
k m n p r ey

und den zu erfillenden Bedingungen
(1) i € F,
(2) j* €F,
(3) ij =k,
(4) ji=—k.
Durch FEinsetzen erhdlt man aus den Bedingungen im einzelnen:
(1) = bla+bw)=cla+bw)=dla+bw)=0
(2) = fle+fw)=gle+ fw)=h(e+ fw)=0
(3) = m=ae—sin’asin®’Bbf —sin®acg — 2w ch — sin®B dh
n=af +be+20bf + ch—dg
p = ag — sin®?Bbh + ce + 2w cf + sin’G df
r = ah + sinabg + 2 bh — sin?a cf + de
(4) = —m=ae—sin’asin’Bbf —sin’acg — 2w gd — sin®B dh
—n=be+af+20bf+dg—ch
—p = ce — sin®Bdf + ag + 2 bg + sin® B bh
—r = de + sin®acf + 2w df — sin?a bg + ah

Wahlt man dann
a=—-bw, e=—fw,
so gelten alle obigen Bedingungen, falls die Gleichung

(0? — sina sin?B) bf + (cos’a — 1) cg + (cos? B — 1) dh — w(ch + gd) =0



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 43

erfillt ist. Diese Beziehung ist beispielsweise fiir
bf =1, cg=cos’B—1, dh =0, ch+ gd =0,

wahr und damit erhdlt man die oben angegebene Belegung der Variablen, die alle Bedingungen
erfillt:

a=—uw, b=1, ¢ = —sin?g, d=w,
6:7@5 f: ) g:17 h:O7
m = w2, n=—w, p=—w, r = —w? + sin®a (1 + sin?g).

Das folgende Lemma kldrt die Frage, fiir welche Dreiecksgruppen A(mq, mg, mg) die obige Deter-
minante

(1 + sin25) (2 — 2cos?a — cos? 3 — cos?y — 2cos a cos 3 cos fy)

von Null verschieden ist. Da der erste Faktor stets positiv ist, geniigt natiirlich eine Betrachtung
des zweiten.

Lemma 3.52 Definiert man fiir natirliche Zahlen my, mo,ms > 2 die Funktion

Det(mq,ma,ms) = 2 — 2 cos’a — cos? 3 — cos®y — 2cos o cos 3 cos 7y
. m s m

mZta:*aﬁ:77ry:7a

mi mo ms

so wird der Funktionswert 0 genau fir die drei Tripel
(mlv ma, mB) € {(3a 4, 4)7 (Ga 2, 4)7 (Ga 4; 2)}
angenommen.

Beweis. Die Funktion Det ist symmetrisch in mo und mg, es kann also im folgenden my < mg
angenommen werden. Der Beweis wird in mehreren Teilschritten gefiihrt.

1. Zuerst wird gezeigt: Ist my > 6, so ist Det(m1, ma, m3) # 0. Dies wird durch die Betrachtung
von vier Einzelfdllen nachgewiesen.

(a) m; > 6, my = 2, mg = 2. In diesem Fall gilt
Det(m1,2,2) = 2sin’a > 0 fiir m; > 6.
(b) my; > 6, mp = 2, mg = 3. In diesem Fall gilt

Det(m1,2,3) = 2sin’a — i

Diese Funktion besitzt fiir 0 < o < % nur die Nullstelle o« = arctan (%\ﬁ), die nicht die
geforderte Form mil besitzt.

(¢) my > 6,ms =2, mg > 4. In diesem Fall gilt
Det(m1,2,m3) = —2cos?a — cos®y + 2.
Aus
T T 9 9T
m>6 = a< 5 = Cosa>cos<g> = —cos“a < —cos (6) und
T T 9 of(T
mg >4 = 'ygz = COS’YZCOS(Z> = —cos“y < —cos (Z)
folgt damit

Det(myq,2,ms3) < —2cos? (%) - 0052(2) +2=0.
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(d) my > 6,my > 3. Wegen
™
my > 6 = a< = cosa>cos<g),

me >3 = A<

w3 oy

= cosf > cos (g) und
mg>me = < = cosy>cosf
gilt in diesem Fall
Det(my,mg, m3) = 2 — 2cos?a — cos? 3 — cos>y — 2 cos a cos 3 cosy

<2- 20052(%) — cos?f3 — cos®y — 2 cos (%) cos 3 cos~y

1
= —cos? — V/3cos B cosy — cosy + 3

1
< —cos’ — V3 cos?B — cos’ B + 3

— (V34 2)cos?3

IN Il

I

|
>
A
o

2. Nun wird gezeigt: Ist mg > 4, so ist Det(mq, m2,m3) # 0. Auch dies wird durch die Betrach-
tung von mehreren Fillen nachgewiesen.

(a) m; = 2,mg > 4. In diesem Fall gilt
Det(2,mg, m3) = sin?g + sin®*y > 0.

(b) m; = 3,mp = 2, m3 > 4. In diesem Fall gilt
3 2
Det(3,2,m3) = 5 —eosTy > 0.
(¢) my = 3,my = 3,m3 > 4. In diesem Fall gilt

1 5
Det(3,3,m3) = — cos®y — 5 cos7y + 7

Diese Funktion besitzt fiir 0 < v < § nur die Nullstelle v = 7 — arcsin (i (\/21 — 1)),
die nicht die geforderte Form = besitzt.

(d) m; =3, mz =4, mg > 4. In diesem Fall gilt
1
Det(3,4,m3) = — cos®y — 5\/§COS’}/ + 1.

Diese Funktion besitzt fiir 0 <y < 7 keine Nullstelle.
(e) my =4, my =2, m3 > 4. In diesem Fall gilt

Det(4, 2, m3) = sin®y > 0.

(f) my =5,my =2, mg > 4. In diesem Fall gilt

V5 —1
T

Det(5,2,m3) = sin®y —

Diese Funktion besitzt fiir 0 < v < % nur die Nullstelle v = § — arctan {*/5, die nicht
die geforderte Form mL;, besitzt.

(g) my = 6,mz = 2,mz > 4. In diesem Fall gilt
1
Det(6,2,m3) = 5~ cos?y.

Diese Funktion besitzt fiir 0 <y < 7§ keine Nullstelle.



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 45

Fiir die noch ausstehenden Félle erhélt man aus
T T
mg >4 = 7<Z = cos*y>cos(z)

sofort

Det(my, ma, m3)
=2 — 2cos’a — cos?f3 — cos®y — 2cos o cos 3 cosy

< 2 —2cos’a — cos?ff — COSQ(£> — 2cosa cos 3 cos (Z)

3
= —2cos?a — V2 cos o cos § — cos? 5 + 3

3 1 ?
=3 sina — (Zﬂcosa + Cosﬂ)

1 1 1 1
=— <2\/ésina+ 2ﬂcosa+cosﬂ) (2\/6sinoz+ 2\@cosa+cosﬁ>

In jedem der néchsten Félle soll gezeigt werden, dass das letzte Produkt stets positiv ist, so
dass durch das davorstehende Minuszeichen Det(mi, ma, m3) < 0 gilt. Da der erste Faktor
stets positiv ist, bleibt nur zu zeigen, dass der zweite Faktor

1 1
P= ) 6sina + Eﬁcosoﬁ—cosﬂ: V2 cos <a+ g) + cos 8

ebenfalls stets positiv ist.

(h) m; = 3,my >4, mg > 4. In diesem Fall gilt
1
P:\@cos(ngg) +cosﬂ:cosﬁf§\@>0fﬁr,6’< %

(i) m; =4, mg > 2, mg > 4. In diesem Fall gilt

3-1
P:\/ﬁcos(%—l—z)—i—cosﬁ:cosﬁ— \[2

. >Ofﬁrﬁ<1.196>g.

(j) my =5,my > 2, m3 > 4. In diesem Fall gilt
P =+/2cos (g + g) + cos 3 = cos 3 — V/2sin (%) > 0 fiir 5 < 1.42242 > g
(k) m; =6,my > 2,m3 > 4. In diesem Fall gilt

P:\@cos(%+§>+cosﬂ:cosﬂ>0ﬁ'1rﬂ<g.

(1) m; > 6,mg > 4. In diesem Fall gilt

cos (a + g) > 0 und damit P > 0.

3. Bisher wurde gezeigt, dass fiir m; > 6 oder m3 > 4 die Funktion Det keine Nullstelle besitzt.
Dies gilt auch fiir mo > 4, da in diesem Fall wegen ms < mg ebenfalls m3 > 4 folgen wiirde.
Damit bleiben die 30 Félle

{(m1,ma,m3) |2 <mq <6, 2<mg <mg <4}

noch zu betrachten, unter denen genau die beiden Tripel (3,4,4) und (6, 2,4) Nullstellen von
Det erzeugen. Hebt man die Symmetriebedingung mo < msg auf, so ist auch (6,4,2) eine
Losung. O

Das folgende Lemma weist nach, dass auch fiir die drei in diesem Lemma aufgetretenen Ausnah-
mefille zu M isomorphe Quaternionenalgebren angegeben werden kénnen.
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Lemma 3.53 Die den Dreiecksgruppen A(3,4,4), A(6,2,4) bzw. (6,4,2) zugeordneten Algebren
M sind isomorph zu

#)

1. fir A(3,4,4) :

wobet

3. fiir 1\(6,4,2):
&:—% (\/6+1), b=

gilt.

Beweis. Fiir diese drei Dreiecksgruppen wurde prinzipiell der gleiche Ansatz fiir die Herleitung
der Isomorphie von M zu einer Quaternionenalgebra verwendet wie fiir den obigen allgemeinen
Fall A(mq,ms2,m3). In der Bemerkung 3.51 wurden aus

1 1 0 0 O 1
I © a,b,c,d,e, f,g,h,m,n,p,r €F
J e f g h es |’ »0,6,a,€, J, 9,11, M, N, Py s
k m n p r ey

und den zu erfiillenden Bedingungen schlielich die Gleichungen

(0* — sin?a sin?B) bf + (cos’a — 1) cg + (cos® B — 1) dh — w(ch + gd) = 0,
a=—-bw, e=—fw,

m = ae — sina sin?Bbf — sin’acg — 2w ch — sin?3dh
n=af+be+2w0bf + ch — dg

p = ag — sin?Bbh + ce + 2w cf + sin?B df

r = ah + sina bg + 20 bh — sin®accf + de

abgeleitet. Fiir alle drei Dreiecksgruppen wird hier
b=c=d=f=1h=—g
gesetzt, die restlichen Variablen sind damit eindeutig festgelegt. Im einzelnen erhélt man:
1. Fiir A(3,4,4):

FeQ(2), o =2Va

Die eindeutige Losung des obigen Gleichungssystems resultiert in

1 1 0 0 0 I
il -3v2 1 1 1 es
il [-3v2 1 3 -3 es |’
k W2 -6 —3v2 2-3v2) \e«
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dabei hat die Matrix die Determinante 47 — 12v/2. Weiterhin erhilt man
. ( 13 L(VE+ f))
~ 1 (V3+V®) é 3
) V3 +3(V3-V6)
I=\s-stva-ve) e )
k=15 = —ji.
Damit gilt wie behauptet

iQ:f% (3v2+1)1, 2= g(Q\f— 7) 1.
2. Fir A(6,2,4):

F=~Q(v2,V3), & 2\/5.

Die eindeutige Losung des obigen Gleichungssystems resultiert in

1 1 0 0 0 1
il | -3v2 1 1 1 e
e L |a ]
& -3v2 3 3(V2+1) —5(V2+1)) \e
dabei hat die Matrix die Determinante 2 3 (2\/§ ) Weiterhin erhilt man

(2 T (et ) e
Damit gilt wie behauptet
- (v2+1)1
3. Fiir A(6,4,2):
F=Q(v2,V3), @ 4¢6.

Die eindeutige Losung des obigen Gleichungssystems resultiert in

()

1 1 0 0 0 I

il _[-3v6 1 1 1 es

J —$v6 1 -1 1 es |’
1 1 1

k —3V6 2 3V6 -3/ \es

dabei hat die Matrix die Determinante 5. Weiterhin erhilt man

“Galw ) = helve YY)

Damit gilt wie behauptet
1 1
z‘zz—g(x/éﬂ) 1, j2:§(\/6—1) 1. O

Bemerkung 3.54 Im vorangehenden Lemma 3.53 wird zum Lésen des Gleichungssystems
b:C:d:le,h:—g

gesetzt. Diese Wahl der Variablen kann nicht fir den allgemeinen Fall A(mq,ma, m3) verwendet
werden, da das Gleichungssystem fiir mi = msy im allgemeinen keine Losung besitzt. Gilt ndamlich
a =, so folgt aus

(w? — sina sin?B) bf + (cos’a — 1) cg + (cos? B — 1) dh — 1w (ch + gd) =0
mit den obigen Variablenbelegungen sofort
cos?a (2cosy + 2) +cos?y —1 =0

als zwingende Bedingung fiir die Lisbarkeit des Systems.
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Korollar 3.55 Sei A(my, ma, m3) eine Fuchssche Dreiecksgruppe. Dann ist die zugehdrige Algebra
M fiir

(m17m2; m3) ¢ {(3a 474)7 (65 274)7 (6’4a 2)}

isomorph zu

b -
A= ( IF)’ mit @ = (2 — cos? B)D, b= D —sin’a,

D = cos? a + cos? 3 + cos® v + 2 cos acos Bcosy — 1.

Fiir die drei Sonderfille besteht ebenfalls Isomorphie, allerdings besitzen dann die Parameter die
folgenden Werte:

A(37474) d:—%(3\/§+1)7 EZ%(Q\/»—'U;
A6,2,4): a=—(V2+1), b=g(VZ+1);
A(6a4’2) &:7§(\/6+1), E:%(\@fl)

Beweis. Im Normalfall erhélt man die Terme fiir @ und b aus den Ausdriicken fiir 2 und 42 der
obigen Herleitung

=1+ sin?B) (w? — sin’a sin26)] 1,
j* = [@? — sin®a (1 +sin®B)] 1,

wenn w durch cos a cos 3+ cos v ersetzt wird. Die Isomorphie der Algebren wurde oben nachgewie-
sen. Im Lemma 3.52 wurde gezeigt, dass die auftretende Determinante der Transformationsmatrix
fiir den Normalfall stets von Null verschieden ist und damit b # 0 gilt. Die drei Sonderfiille A(3,4,4),
A(6,2,4) und A(6,4,2) wurden im Lemma 3.53 behandelt. |

Im folgenden soll aufgezeigt werden, wie die Isomorphie der Algebra M zur Quaternionenalgebra A
zu effizienteren Berechnungen mit Dreiecksgruppenelementen ausgenutzt werden kann. Im Vorder-
grund stehen dabei nur die Operationen Multiplikation und Spur-Berechnung. Es wird dabei nur
der Normalfall angenommen, die Behandlung der drei Sonderfille von Korollar 3.55 kann dhnlich
erfolgen.

Ein echter Vorteil kann nur dann erreicht werden, wenn die Erzeuger x und y der Dreiecksgruppe
als eine Linearkombination der Basiselemente von A dargestellt werden und auch alle Operationen
in dieser Algebra durchgefiihrt werden. Somit sind wéhrend der Berechnung keine Basenwechsel
von M zu A und umgekehrt notig.

Durch Invertierung der obigen Matrix erhélt man

-1

1 1 0 0 0 1
e2| | -w 1 —sin?g W i
S il 1 0 j
e4 W - - —w? +sina (1 4 sin?p) k
1 0 0 0 1
~ 1 sinZa sinzﬁ—u?2 w .
Y T8 snPa(tsin?f)—aZ  (1+sin2f) (@2 —sina(l+sin2g)) [
- 0 — 1 sina _ w j
1+sin?8  sin?a(1+sin?B)—w? (1+sin2,6’)(ﬁ)2Esin2a(1+sinzﬁ)) &
)
0 0 sin?a(1+sin?B)—w? sin?a(1+sin?B)—w?
Damit gilt
I=1,

(sina(1 + sin?B) — w?) i — sin®a(l +sin’B) j + k
(1 + sin’3) (w2 — sin®a(1 + sin’3))
1
[ 3 [’lI)] + ]{3] .

sin?a(1 + sin?g) — @

€3 =

)
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Somit besitzen die Erzeuger einer Dreiecksgruppe in der Algebra A die Darstellungen

x =[—cosa,0,—1,0] = —cosa I —e3

1 . sina

1 +sin?3 o w2 — sin®a(1 + sin?3) J
711 k
(1 +sin?B)(sin®a(1 + sin?B) — @2)
y=[—c0s3,0,0,—1] = —cos I —ey
w ) 1

sin®a(1 + sin?g) — w? o sin®a(1 + sin?g) — w?

=—cosa 1+

=—cosf1-— k.

Mit Hilfe der obigen Regeln fiir die Produkte i2, ij, ji, j2 ldsst sich die Multiplikation in der
Quaternionenalgebra A sehr leicht durchfithren. Einen deutlichen Effizienzgewinn kann man bei
der Spurberechnung in A erzielen, wie die folgenden Umformungen zeigen. Am Ende von Abschnitt
3.4 wird fiir die Spur die Berechnungsvorschrift

tr(rI+seqs+tes+uey) = 2r 4 2s(cosa cos § + cosy) = 2r + 25w
hergeleitet. Damit erhélt man fiir ein beliebiges Element der Algebra A

tr(rl+si+tj+uk)

=tr(rI+s(—w1+ey —sin®Bes +wey) +t(—w 1+ ex + e3)
+u(?1 — ey — wes + (—? + sina(1 4 sin?B)) eq))

=2(r —sw—tw+uw?) +2w(s +t—ud) = 2r

Die Spur eines Elementes ist also stets das Doppelte der ersten Komponente. Dies korrespondiert
mit der reduzierten Spur aus Definition 3.49.

Ergebnis. Multiplikationen und Spurberechnungen von Elementen einer Dreiecksgruppe
A(my,ma,ms) = (z,y 2™ =y™ = (zy)™ = 1)

konnen in zwei zueinander isomorphen vierdimensionalen Algebren M und A iiber dem Korper

F = Q(cos o, cos 3, cosy) mit

™ ™ s
o = = — = —

mi ’ mo ’ ms

effizient durchgefiihrt werden. In den vergangenen Abschnitten wurden fiir die Erzeuger x und y
jeweils Darstellungen in M und A hergeleitet und Regeln fiir die Multiplikation formuliert. Die
Spur-Berechnung eines Elementes lasst sich dabei jeweils wie folgt beschreiben.

Basis von M : {I,ez,e3,e4} = tr(rl+ses+tes+ueq) =2r+ 2s(cosa cos B + cosvy)
Basis von A: {1,i,5,k} =tr(rl4+si+tj+uk) =2r

Alle Berechnungen kénnen wegen r, s,t,u € F im Kérper F durchfiihrt werden.

3.6 Anwendung der effizienten Rechenmethoden

In diesem Abschnitt soll wieder das Beispiel von 2.5 und 3.3 aufgegriffen werden. Dort wurden
die beiden Epimorphismen ¢;: A(3,5,5) — Aj betrachtet, die durch die Angabe der Bilder der
Erzeuger eindeutig bestimmt sind:

4,01(.%) = (17273)7 901(y) = (1’27374’5)7 Qpl(xy) = (1737274a5) und
QDQ(I) = (17274)a 902(y) = (17273a475)7 @2(zy) = (17374a255)'
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Diese Homomorphismen besitzen die Kerne

(y2PyxPya?, y’oy’z, y'aytayte, yiatyP eyt gty a? yt et yayatytatyta®,

zyte?ydatyta?, yoyzytoyta®y, 22ytetydatyte, yoytoyayte, vyayatyz,
yI y T yI2y4x2 y$2y3x2y2 yzl’zyQIy T yozy4x2y493y4x2y493 SCy3LE2y3.fC
yreyryteyr, vyzyPety?e? ) und

Ny = ker oo = ( ayayayta®y32?, v’ oy’ o yry® oy, vy’ ey’ oyt yP oyt o2y oyt ayta?,
yatyx®, ytayte, wyrtye, v’ yetyt, ey ey, oty el yay, zytetyatyta?,
wy’zyta?yt, 2Pyt ay ety 2Pyt e yaytaytaty? yayt ey eyt e

yiaty?atyxy?, vttty ey, wyayt e Pyayta ).

N1 = ker<p1 =

us

Fiir die Dreiecksgruppe A(3,5,5) gilt o = £ und 8 = v = . Damit kénnen alle Berechnungen in
einem Vektorraum iiber dem Korper

F = Q(cos a, cos 3, cosy) = Q (;, \/54+ 1) o Q(\/g)

durchgefiithrt werden, da nach Korollar 3.42 die Inklusion

B B a+bsinasinfGq csina+dsingq
A(3,5,5) = (z,y) C M = { (—c sina—dsinﬂ% a+bsina sinﬁ%

gilt. Zur internen Speicherung eines Elementes [a, b, ¢, d] der Dreiecksgruppe werden also 8 rationale
Zahlen benotigt. Nach Abschnitt 3.4 besitzen die Erzeuger die Darstellungen

cub,c,dEIF}

= <—.COSOC —Slna> — [_cosa,O,—l,O] = [_%’0’_170} und
sinae —cosa
_ (—cosB —sinfq\ (B4t
y_<sinﬁ; —cosﬂ) = [~c0s3,0,0, 1] —[ T ,0,0,—1]_

Implementiert man in einem Computerprogramm die Regeln fiir die Multiplikation und Spur-
Berechnung geméfl Abschnitt 3.4, so erhélt man fiir die Spuren der 18 Erzeuger von N7 die folgenden
Werte. Dabei wurden die Erzeuger aufsteigend beziiglich des Quadrates der Spur geordnet.

Erzeuger u € Ny tr(u) tr2 (u)

y2ry’e 3 + 10cos 8 ~ 11.0902 34 + 110 cos 8 ~ 122.992
xyix?yle 3+ 10cos 8 ~ 11.0902 34 + 110 cos 8 ~ 122.992
y3r2ydz? 3+ 10cos 8 ~ 11.0902 34 4+ 110cos B ~ 122.992
ya2y3z2y? 3+ 10cos 3 ~ 11.0902 34 4+ 110 cos 8 ~ 122.992
yra2yBa?y? 3+ 10cos 3 ~ 11.0902 34 4+ 110 cos § =~ 122.992
xyxylx?y?e? 3+ 10cos 3 ~ 11.0902 34 4+ 110cos 8 ~ 122.992
xytalydryta? 3+ 10cos 3 ~ 11.0902 34 + 110 cos B ~ 122.992
22yt a?yBalyta 3+ 10cos 8 &~ 11.0902 34 + 110 cos 8 ~ 122.992
yrolyryrytalyta? 3+ 10cos 8 ~ 11.0902 34 + 110 cos B ~ 122.992
yxiyxlyx? 8+ 20cos 3 ~ 24.1803 | 164 + 520 cos 3 ~ 584.689
zyzlyriyx 8 +20cos 3 ~ 24.1803 | 164 + 520 cos 3 ~ 584.689
yrryteyte 8 +20cos 3 =~ 24.1803 | 164 + 520 cos 3 ~ 584.689
ya:y%y:z:y% 8 + 30 cos B ~ 32.2705 | 289 + 930 cos 3 ~ 1041.39
y* scy:z:y TYT 8 4+ 30 cos 3 ~ 32.2705 289 + 930 cos 3 ~ 1041.39
yx2y* x yx2y4x2 8+ 30cos B ~ 32.2705 | 289 + 930 cos [ ~ 1041.39
yayzyteytaly 12 + 40 cos B ~ 44.3607 | 544 + 1760 cos 8 ~ 1967.87
y2rlyleyte —13 —40cos 8 ~ —45.3607 | 569 + 1840 cos 5 ~ 2057.59
yayra?yteyta?yte | —13 — 40cos B ~ —45.3607 | 569 + 1840 cos 3 ~ 2057.59

Analog erhélt man fiir die Erzeuger des zweiten Normalteilers die folgende Tabelle.
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Erzeuger v € No tr(v) tr2(v)
yxlyx? 24 8cos B ~ 8.47214 20 4+ 64 cos B ~ 71.7771
yrryte 2+ 8cos B ~ 8.47214 20 + 64 cos 3 =~ T1.7771
ryxlyx 2+ 8cos B~ 8.47214 20 + 64 cos 3~ 71.7771
y3rytry 2 + 8cos f ~ 8.47214 20+ 64 cos B~ 71.7771
y2xlyx?yt 24 8cosf ~ 8.47214 20 4+ 64 cos B ~ 71.7771
xylxlyx?yta? 24 8cos B ~ 8.47214 20 4+ 64 cos B ~ 71.7771
22y xyTy 6 4 16 cos 3 =~ 18.9443 100 4 320 cos 3 ~ 358.885
zyPrytey? 6+ 16 cos 3 =~ 18.9443 100 + 320 cos B ~ 358.885
yaySryta?y® 6+ 16 cos 3 =~ 18.9443 100 + 320 cos 8 ~ 358.885
yraoylalyxy? 6 4 16 cos 3 =~ 18.9443 100 + 320 cos B =~ 358.885
22y rytayta? 6 4 16 cos 3 =~ 18.9443 100 4 320 cos 8 ~ 358.885
TYxY Ty TY°T + 16cos p = 18. + cos b ~ .
Srytar?yda? 6 + 16 cos 3 ~ 18.9443 100 + 320 cos 3 ~ 358.885
yxy’x2yzy?r? 18 4 64 cos B3 ~ 69.7771 1348 4 4352 cos 3 ~ 4868.84
zyzy’alyry’e 18 + 64 cos 3 =~ 69.7771 1348 + 4352 cos  ~ 4868.84
yro2yiayta?yls 18 + 64 cos B ~ 69.7771 1348 + 4352 cos 3 ~ 4868.84
y2ry?elycy?ayt 18 + 64 cos B ~ 69.7771 1348 + 4352 cos § ~ 4868.84
xylxy’ryte?yd eyt —58 — 192 cos B ~ —213.331 | 12580 4 40704 cos 8 =~ 45510.2
22y?aylayta?yPae?yta® | —58 — 192cos B ~ —213.331 | 12580 + 40704 cos 3 ~ 45510.2

Der Spurberechnung wurde in den vergangenen Abschnitten eine so grofile Bedeutung beigemessen,
weil sie in entscheidender Beziehung zur Konjugiertheit von Elementen einer Dreiecksgruppe steht.

Lemma 3.56 ([Bea83]) Zwei von der Identitit verschiedene Matrizen in PSL(2,R) sind genau
dann konjugiert zueinander, wenn sie bis auf das Vorzeichen die gleiche Spur besitzen.

Betrachtet man obige Tabellen, so kann man aus ihnen zwar sofort ersehen, dass die angegebene
Menge der Erzeuger von Nj nicht konjugiert ist zu der Menge der Erzeuger von Ny, aber es ist
natiirlich nicht ablesbar, ob die beiden Normalteiler in PSL(2,R) konjugiert sind.

Um diese Fragestellung allein durch die Berechnung von Spurwerten positiv beantworten zu
konnen, miisste man Erzeugendensysteme F; und Es von N7 bzw. N3 finden, wobei jedem Element
von Ej genau ein dazu konjugiertes Element von Es zugeordnet werden kann und umgekehrt.

Dazu sollen zunichst Elemente e; € Ny und ey € Ny mit tr(e;) = tr(ez) gefunden werden.
Die Mengen {e;} und {es} miissten dann zu Erzeugendensystemen von N; und Nj vervollsténdigt
werden. Zu diesem Zweck wurde ein Programm erstellt, welches eine Liste aller Worter iiber dem
Alphabet {z,y} mit maximaler Linge 20 erzeugt und anschliefend fiir jedes Wort die exakte Spur
berechnet. AnschlieBend wurde mit Hilfe von GAP zu jedem Wort der Liste bestimmt, ob es in
einem der Normalteiler N7 oder Ns enthalten ist. Das effizienteste Verfahren, fiir ein gegebenes
Wort g € A(3,5,5) festzustellen, ob g € N; gilt, ist es, die Rechtsnebenklasse N; g € N;\A(3,5,5)
zu bilden und auf Gleichheit mit der Rechtsnebenklasse N; Id zu priifen.

Das kiirzeste Wort dieser alphabetisch geordneten Liste, welches im Durchschnitt Ny NNy enthalten
ist, ist®

e1 = wyxyxy’ P yzyry® = (*yryry®)?
und besitzt die Spur 38 + 120 cos 8. Das kiirzeste Element in Ny mit derselben Spur ist
ey = x2yxy aytay’.

Die folgende Tabelle vergleicht diese beiden Elemente.

8Das Element e; ist das Quadrat des kiirzesten Diagonalelementes z2yzyzry® = [% + 12cos 3, —2 — 4 cos 3,0, 0]
mit der Spur 2 + 12 cos 3, welches weder in N7, noch in N» liegt.
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Eigenschaft e e
Wort in A(3,5,5) 22yxyxyielyryry’ 22yx?y?eytoyd
Darstellung als
Element von M [ 40 + 126 cos g, [ 40 + 129cos 3,
—16 — 56cos g, —18 — 56cosf,
0, 2 + G6cosp,
0] 3 + 12cosf]
Néherungsmatrix
0.007 0 —2.195 39.91
0 135.074 —7.58 137.3
Spur 38 + 120 cos B ~ 135.082 38 + 120 cos B ~ 135.082

Nach Lemma 3.56 existiert also ein Element h € PSL(2,R) mit e} = ey. Der folgende Abschnitt
beschiéiftigt sich mit allgemeinen Herangehensweisen zur Bestimmung aller solchen Elemente h. Es
soll aber gleich darauf hingewiesen werden, dass das in diesem Abschnitt angedeutete Verfahren
leider nicht praktikabel ist, um die Frage nach der Konjugiertheit zweier Normalteiler effizient zu
kléren.

3.7 Konjugiertheitsbetrachtungen

In diesem Abschnitt soll die Fragestellung untersucht werden, welche Elemente h € PSL(2,R) fiir
zwei vorgegebene u,v € A(my, ma, m3) die Bedingung u” = v erfiillen.

Lemma 3.57 Sind von einem Element m € GL(2,R) die Werte tr(m) und det(m) festgelegt, so
auch die Eigenwerte von m.

Beweis. Sei m = <Z Z) mit a, b, c,d € R. Dann besitzt das charakteristische Polynom

= A2~ Xa +d) + (ad — be)

A—a b
c A—d

die Nullstellen

1 1
A2 = 5 tr(m) + 5\/tr2(m) —4det(m). O
Lemma 3.58 Besitzt u € PSL(2,R) die Eigenwerte A1, s € C, so ist u in PSL(2,C) konjugiert

2uw = (%1 )(\)), tr(w) = tr(u), det(w) = det(u) = 1 und es gilt u" = w fir h = (Z 2), wobei
2

()2 ) )00

gilt (rechte Eigenvektoren).

Beweis. Die Hauptaussagen folgen aus dem Satz tiber die Jordan-Normalform. Weiterhin gilt
tr(w) = A1 + Ag, det(w) = A A\g. Als charakteristische Polynome erhélt man

charpoly(w) = (A = A1) (A = A2) = A% — (A1 + X)X + A1),
charpoly(u) = A? — tr(u)\ + det(u) nach Lemma 3.57.

Da w und w das gleiche charakteristische Polynom besitzen, liefert der Koeffizientenvergleich die
restlichen Aussagen. O

Bemerkung 3.59 Sind u,v € PSL(2,R) mit tr*(u) = tr?(v) gegeben, so findet man mit Hilfe von
Lemma 3.58 stets ein h € PSL(2,C) mit u" = v. Dabei muss zwischen zwei Féllen unterschieden
werden.
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(a) tr(u) = tr(v). Da u,v € PSL(2,R), gilt det(u) = det(v) = 1. Nach Lemma 3.57 besitzen u
und v dann dieselben Eigenwerte A1, Ao € C. Nach Lemma 3.58 existieren hq,ha € PSL(2,C)

mit u = P2 = <>(\)1 )?) Damit gilt
2

hyluhy = hy'why = hohyluhihy' =v = uMh =
Als gesuchtes Element kann man somit h = hyhy * wihlen.

(b) tr(u) = —tr(v). Da u,v € PSL(2,R), gilt det(u) = det(v) = 1. Nach Lemma 3.57 besitzt
u die Eigenwerte

1 1
)\172 = 5 tr(u) + 5 tI'Q(’U,) —4

und v die Eigenwerte

1 1 /
A3 4 = 3 tr(u) + B trQ(u) — 4.

Damit gilt \3 = —Xg und Ay = —\1. Nach Lemma 3.58 gibt es h1,hy € PSL(2,C) mit

A 0 —A 0
h1 1 ha __ 1
u't = (0 )\2) und v"? = < 0 )\2) .

In PSL(2,C) gilt u" = v"2 und somit kann auch in diesem Fall h = h1h2_1 gewdhlt werden.

Im folgenden wird bei zueinander konjugierten Elementen stets von tr(u) = tr(v) ausgegangen.
Gilt tr(u) = — tr(v), so kann beispielsweise v durch —v ersetzt werden. Dadurch wird in PSL(2,R)
immer noch dasselbe Element dargestellt und die Voraussetzungen der nachfolgenden Aussagen
sind trotzdem erfiillt.

Theorem 3.60 Seien

A B E F
uz(C D),U=<G H)EPSL(Q,]R)

zwei von der Identitdt verschiedene Elemente mit tr(u) = tr(v). Dann gilt u" = v mit

(a) h:(EL_?A 2) fiir B0, F 40,

(b) h

_1_ _
(AE_AE FF> fir B=C =0, F£0, A#+1,

B B )
(c) h(E—A E_l—A> firF=G=0,B+#0, E# +1,
(d) h:((l) (1)) firB=C=F=G=0, A#+1, E#+1, A= +F,
(e) h:(_ol é) fir B=C=F=G=0,A#+1, E£+1, A=+1.

Beweis. Die Aussagen dieses Theorems sind eine direkte Anwendung von Bemerkung 3.59, deshalb
werden im Rahmen dieses Beweises auch die dortigen Bezeichnungen verwendet.

(a) Wegen u,v € PSL(2,R) besitzen v und v nach Lemma 3.57 die Eigenwerte

1 L et 1= A*D L e

Bestimmt man die Eigenvektoren nach Lemma 3.58, so erhélt man

()26) = (¢ 906 - (5136

)\1—14 Ca
=b= 5 a oder b_)\lfD'
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Diese beiden Werte fiir b sind identisch, was die folgenden Betrachtungen zeigen:

)\1—14 Ca

B a:)\lfD@()\l_A)()\l_D>_BCZO

AM—A B

<1 ¢ AN-=-D

-0

. . A B
< )\ ist Eigenwert von < c D)

Im folgenden wird a = B und damit b = A\ — A gewéhlt. Analog erhilt man aus

c\ c _)\Q—A
u(d>—)\2<d) sofort d = 5 c

Wahlt man ¢ = B und damit d = Ay — A, so gilt

b (M O .. fa ¢\ ([ B B
u _(0 N =1 g) = -4 am-a)

Analog erhélt man:

_(E F _( F F g otz = (N0
Isty_<G H>,undsetztmanh2_()\1_E )\Q_E>7soglltv —<0 )\2>.

Nach Bemerkung 3.59 gilt u" = v fiir h = hlhgl. Man erhélt:

"= <>\1€A AﬁA) ' (AlliE A;E)l
:<M€A M€A>J%gihf(g:£ ?v
:FM;JM'QE%XOﬁAﬂ ”M{MQ

_1( B 0
TF\E-A F
Sieht man h als Element von PSL(2,R) an, so ist dies die Behauptung. Es gilt stets A; # Aa,

da u,v # I, somit wird der obige Nenner nicht Null.

A 0
0 A1

A 0 1 0
hl 1 1
u'" = (O /\2) mit hy; = <0 1) und

A0 F F
hg 1 3 —
1}_(OAJ Mtb_<h—EArE)

Wegen A # +1 ist \;y — F # Ay — E; daraus und aus der zusétzlichen Bedingung F' # 0
folgt, dass ho weder eine Nullzeile noch eine Nullspalte enthilt und damit stets invertierbar
ist. Schliefllich erhélt man

b= bl — 10 1 X—E —F\ 1 ATl —-E -F
S0 1) FOm M)\ E-M F ) FAT-A)\E-A F )
Wegen h € PSL(2,R) kann der skalare Vorfaktor entfallen.

(c) Gilt v = (f); Eo_l), soist Ay = E, Ao = E~! und es gilt

e (M0 . _ B B
ul(o o mit h; = MoA M- A und

A 0 1 0
hg 1 3 —
V"2 = (0 )\2) mit ho = <0 1) .

Wegen B # 0 und A\; # Ag ist hy invertierbar und es gilt

... (B B\ (B B
ho= hahy <M—A &—A)(E—A E4—A)

(b) Gilt u= ( >7 so sind A; = A und Ay = A~! die Eigenwerte von u und v. Somit gilt
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(d) Gilt u = (A 0 ), v= <E 0 ) und A = +F, so gilt w = v in PSL(2,R). Damit gilt

0 At 0 B!
ul = .
(A 0 _(E 0 L ) (0 1
(e) Gilt u = (O A1>7 v = (O E1> und A = £, so erhilt man mit h = (_1 O)

-1
hoa ., (0 1\ A 0\[/0 1\_ /At 0)_
wi=h “h_<1 o) (0 A1><1 0)‘(0 a)=v "

Dieses Theorem gibt fiir zueinander konjugierte Elemente u, v die Gestalt eines Elementes h €
PSL(2,R) mit u" = v an. Da aber alle solche konjugierenden Elemente h bestimmt werden sollen,
wird im weiteren untersucht, welche Elemente aus PSL(2,R) mit einem vorgegebenen Element
(‘j g) € G = A(my, me, m3) vertauschbar sind. Da nach Korollar 3.42 stets die Inklusion G C M
gilt, folgt a =0 < d =0 und b = 0 < ¢ = 0. Diese Eigenschaft wird im folgenden stets verwendet.

a b

Lemma 3.61 Mit 0 # (c d

> € A(my,ma,m3) sind die folgenden Elemente von PSL(2,R)

vertauschbar:

(a) Mit ((1) (1)> sind alle Elemente von PSL(2,R) vertauschbar.

S PO

" . . . 10 a+h b
(c) Fiir b # 0 sind es genau die Matrizen {(O 1>}U{( . d+h) ‘ hER}.

Beweis.

e, h e R} vertauschbar.

(a) Mit der Einheitsmatrix ist jedes Element von PSL(2,R) vertauschbar.

(b) Wegen a # d ist die vorgegebene Matrix nicht die Identitdt in PSL(2,R), sonst wiirde Fall
(a) eintreten. Man erhilt somit

696 D-CH6Y-GD-6 Y
& fla—d)=0=gla—d).

Aus a # d folgt f = g = 0 und damit die Behauptung.

(¢) Nach der Vorbemerkung gilt fiir Dreiecksgruppenelemente b # 0 = ¢ # 0. Es gelte

a b\ (e f\ _ (e f[fa b ae+0bg af +bh\  (ae+4cf be+df
¢c d/\g h) \g h)/\c d < ce+dg cf+dh)]  \ag+ch bg+dh)”

Daraus erhélt man die folgenden gleichzeitig zu erfiillenden Bedingungen:
(1) bg = cf
(2) af + bh = be + df
(3) ce+dg = ag+ ch

Die Bedingung (3) folgt dabei aus (1) und (2):

b;éO(:;)h—e:%(d—a)

(?)%(d_a):%(d—a)éc(h—e)zg(d—a)@(?’)-

Die Variablen e, f, g, h miissen also nur (1) und (2) erfiillen. Fiir f = 0 erhilt man daraus
alle Matrizen der Form

{(8 2>‘h€R}_{<é (1)>}1HPSL(2,R).



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 56

Fiir f # 0 erhélt man

W=g=7f
(2):>e:h—%(d— ) Tderh

frersmane] (¢ §o-s(z Y1-{(%5 lsncs

a—d+b-2 b
= f
Eintrage{< c b.?)’f;hER,f#O}

mit b/ f
erweitern

a—d+h b\|- a+h b
— ~ p— . D
bh/f {< c h)‘th} Setze {( c d—i—h)'heR}
h—d

durchlauft h=h—
ganz

Korollar 3.62 Mit dem Dreiecksgruppenelement

A+ Bsinasinfq Csina+ Dsinfq A

—C sina— D sinﬂ% A+ B sina sinﬂ% € A(m, ma,m3)
sind in PSL(2,R) fir

(a) (C,D)=(0,0), B =0: alle Elemente von PSL(2,R),

(b) (C,D)=1(0,0), (A, B) # (0,0): alle Diagonalmatrizen <g h91> € PSL(2,R),

(¢) (C,D) #(0,0): genau die Matrizen
1 0 U A+ Bsinasinfq+h C sina+ D sin3q heR
0 1 —C’sina—Dsinﬂé A—|—Bsinasin6%+h €
vertauschbar.

Beweis. Direkte Anwendung von Lemma 3.61. |

Das folgende Lemma klirt die Fragestellung dieses Abschnittes, indem fiir zueinander konjugierte
Elemente u, v die Menge aller konjugierenden Elemente angegeben wird.

Lemma 3.63 Seien u,v € PSL(2,R) zwei von der Identitit verschiedene Elemente mit tr®(u) =
tr2(v). Dann gilt

{h S PSL(Q,R) |uh = ’U} = {hghl | hy € CPSL(QJR)(’UJ)} s
wobei hy das zu u und v gehdrende h € PSL(2,R) aus Theorem 3.60 darstellt.

Beweis. Cpgr,2r)(u) bezeichne wie iiblich den Zentralisator {hy € PSL(2,R)|u"? = u} von u in
PSL(2,R). Die Gleichheit der beiden Mengen wird durch Nachweis beider Inklusionen gezeigt.

»,C“ Sei h € PSL(2,R) mit u” = v. Zu zeigen ist
hhl_l S (CPSL(Q,]R) (u) <~ Uhhfl = Uu.

Dies gilt wegen

—_ -1 —_
uhhit = (uh)h1 = =
,2% Sei hy € CPSL(2,]R) (u). Dann gilt

w2 = (uh2)h1 =y =0, O
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Im Abschnitt 3.6 wurden Elemente
e1 = (2lyzyzy®)? € Ny, ey = 2?yx?y’zyzy® € Ny

mit derselben Spur tr(e;) = tr(eg) = 38 + 120 cos B betrachtet, die nach Lemma 3.56 in PSL(2,R)
zueinander konjugiert sind. Aus der e;-Vergleichstabelle vom letzten Abschnitt ist sofort die Gestalt

e = <61 A01> wegen Determinante 1 und ey = <g IZ)

erkenntlich, wobei

A = (40 4+ 126 cos B8) + (—16 — 56 cos 3) sina sin G ¢,
Al = (40 + 126 cos B3) + (—16 — 56 cos () sin « sinﬁ%,
E = (40 4+ 129cos B) + (—18 — 56 cos B) sin« sin g,
F = (246cosf) sina + (34 12cos ) sin B¢,
G = —(246cosf) sina — (34 12cos ) sin3 1,
H (40 + 129 cos B) + (—18 — 56 cos B) sina sin 3 .

Mit Hilfe von Theorem 3.60 kann ein konkretes h € PSL(2,R) mit e/ = e, angegeben werden.

s gilt h = (AE‘l_— B ) _ (Z; Z) . wobei
hi1 = (—42 — 135cos B) + (34 + 112 cos 8) sin« sin 3 g,
his = (=2 — 6cos ) sina + (—3 — 12 cos ) sin G q,

ho1 = 3cos 8 — 2sin« sin (3 q,

hoe = (24 6cos3) sina + (3 + 12cos §) sin B q.

Dabei wurde fiir die Berechnung der Differenz A~! — E die Beziehung g + ¢~! = w verwendet,

welche nach Lemma 3.39 (ii) gilt. Nach Korollar 3.62 ergibt sich der Zentralisator von ey gerade zu

Cpsriem)(e1) = { ((t) t91> ‘ teR\ {0}}

Damit ist nach Lemma 3.63 die Menge der Elemente in PSL(2,R), die e; zu es konjugieren, gerade

Wi i) [remioy
Dieses kurze Beispiel zeigt bereits die Hauptprobleme auf, die entstehen, wenn man konjugierende
Elemente h bestimmen mochte. Zum einen lassen sie sich schlecht in eine behandelbare Form
bringen, des weiteren fillt es schwer, ein beliebiges Element [a, b, ¢,d] € A(3,5,5) C M mit einem
geeigneten Element h aus der obigen Menge zu konjugieren, so dass das Resultat [a, b, c, d]" wieder
in M oder besser noch in A(3,5,5) liegt.

Waihrend die Elemente von Dreiecksgruppen also in einer leicht auf dem Computer nachzu-
bildenden Quaternionenalgebra M enthalten sind, bereitet das Rechnen mit konjugierenden Ele-
menten grofere Probleme. Im folgenden Kapitel soll deshalb ein Ansatz zur Losung des Problems
gewihlt werden, der sich nicht auf die Konjugiertheit einzelner Dreiecksgruppenelemente bezieht.
Weiterhin stellt sich heraus, dass sich fiir nicht-mazimale Dreiecksgruppen die Menge der zu be-
trachtenden Représentanten h deutlich reduziert, da fiir diese Gruppen der oben frei wéhlbare
reelle Parameter ¢ in einem festen Erweiterungskorper von Q liegen muss. Fiir sogenannte maxi-
male Dreiecksgruppen kann das konjugierende Element sogar stets in der Dreiecksgruppe gewéhlt
werden.
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4 Arithmetische Dreiecksgruppen

In diesem Kapitel wird definiert, wann eine Fuchssche Gruppe arithmetisch genannt wird. Dazu
ist eine Einleitung in Tensorprodukte notig, da zur Konstruktion von arithmetischen Gruppen
Tensorprodukte von Quaternionenalgebren mit Koérpern benétigt werden.

Eine Zielsetzung dieser Ausarbeitung ist die Untersuchung der Fragestellung, wann die Ker-
ne von Epimorphismen von Dreiecksgruppen in alternierende Gruppen in PSL(2,R) zueinander
konjugiert sind. Aus einem Resultat von Gregori A. Margulis folgt interessanterweise, dass dies
fiir maximale nicht-arithmetische Dreiecksgruppen nur dann mdoglich ist, wenn das konjugierende
Element bereits in der Dreiecksgruppe liegt. Véllig offen ist dagegen noch, ob eine Ubertragung
dieses allgemeinen Ergebnisses auf den arithmetischen Fall moglich ist.

4.1 Konstruktion arithmetischer Dreiecksgruppen

Im folgenden soll der Begriff des Tensorprodukts erarbeitet werden. Dabei wurde bewusst darauf
geachtet, dass nur Begriffsbildungen und Eigenschaften notiert wurden, die im weiteren Verlauf
noch benotigt werden. Die Darstellung stiitzt sich mafigeblich auf [Far01].

Definition 4.1 Sei X eine nichtleere Menge und F ein Korper. F(X) sei die Menge aller Funktio-
nen f: X — F mit endlichem Trdger (finite support), d.h. f(x) # 0 fiir nur endlich viele x € X.
Mit den Operationen

(f+9)=) = flz)+g(2),
ANx) = Af(x))

fir alle f,g € F(X) und X € F wird F(X) zu einem Vektorraum dber F. F(X) heifit freier Vektor-
raum tber der Menge X.

Theorem 4.2 Identifiziert man jedes Element xo € X mit der Funktion v, : X — T, die durch

(z) = 1 fiir x = xo,
aol) = 0 fir x # xg

definiert ist, so ist die Zuordnung xo < vy, bijektiv. Somit kann die Menge X als eine Teilmenge
des Vektorraumes F(X) angesehen werden. Definiert man die injektive Abbildung

v: X = F(X) durch v(xg) = vy, fir alle g € X,
s0 ist v(X) eine Basis von F(X).

Definition 4.3 Seien V und W Vektorriume diber dem Kérper F. Dann ist F(V x W) der freie
Vektorraum tber dem kartesischen Produkt V xW . Die Ezistenz der kanonischen Einbettung v: V x
W — F(V x W) erlaubt es, V. x W als Untermenge — sogar als Basis — von F(V x W) aufzufassen.
Sei L der kleinste Unterraum von F(V x W), der von allen Elementen

(v 4+ w) — (v,w) — (v, w),
(0,0 +w') — (v,0) = (v, ),
(Av,w) — A(v,w),
(v, \w) — A(v, w)

mit A\ € F, v, € V, w,w' € W erzeugt wird. Das Tensorprodukt der Vektorriume V und W
tber F ist der Vektorraum

VerW=FV xW)/L.
Die Nebenklasse eines Basiselementes (v, w) von F(V x W) wird mit v @ w € V @p W bezeichnet.

Theorem 4.4 V und W seien Vektorrdume iber dem Kdorper F mit den Basen By und By . Dann
ist die Menge

{v@w]|v € By,w € By}

eine Basis von V Qp W.
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Sind A und B Algebren iiber dem Korper F, so kann man im Vektorraum A ®@p B stets ein
assoziatives Produkt einfiithren, mit dem A ®p B zu einer Algebra iiber F wird.

Definition 4.5 Eine assoziative Multiplikation auf einem Vektorraum V ist eine bilineare
Abbildung x: V x V =V, so dass

u*x (vxw) = (uxv)*w
fir alle u,v,w €V gilt.

Theorem 4.6 Sind A und B Algebren tiber dem Kérper F, so existiert stets genau eine assoziative
Multiplikation x auf dem Vektorraum A Qg B, fir die

(a®@b)*(a' @) = (aad') @ (bV')
fiir alle a,a’ € A, b,/ € B gilt.

Definition 4.7 Seien A und B Algebren tiber dem Kérper F. Das Algebra-Tensorprodukt A Qp
B ist die Algebra mit den folgenden FEigenschaften:

(1) Als Vektorraum betrachtet, ist A ®r B das Vektorraum-Tensorprodukt der Vektorriume A
und B.

(2) Das Produkt zweier Tensoren u,v € A ®p B ist ux v, wobei x die eindeutig bestimmte asso-
ziative Multiplikation aus Theorem 4.6 ist.

Theorem 4.8
(1) Ist A eine Algebra mit multiplikativem Einselement iber dem Korper F, dann ist
M(n,F) @r A= M(n,A).

(Das Algebra-Tensorprodukt der Algebra aller n x n-Matrizen mit Eintrigen aus F mit A ist
isomorph zur Algebra aller n x n-Matrizen mit Eintrdigen aus A.)

(2) Ist A= (“E:b) eine Quaternionenalgebra iber dem Korper F, so ist

a,b a,b
) Kg )
(%) e e = (%)

fiir einen Korper K D F.

Mit Hilfe des Tensorproduktes ist es nun moglich, die Konstruktion arithmetischer Fuchsscher
Gruppen nachzuvollziehen. In der Literatur wurden verschiedene Wege gegangen, diese Begriffs-
bildungen deutlich zu machen. Den wohl anschaulichsten lieferte [Mac01], dessen Konzept hier
nachvollzogen werden soll. Die modulare Gruppe

PSL(2,Z) = SL(2,Z)/{I,—1I}, basierend auf

SL(2,7) = {(‘Cl Z)

dient als Vorlage zur Definition arithmetischer Fuchsscher Gruppen. Die Konstruktion von SL(2,Z)
kann iiber folgende Teilschritte erfolgen:

a,b,c,d €Z, ad—bc:l},

M(2,Q) — M(2,Z2) — SL(2,7Z)

Joo |

M(2,R) — SL(2,R)

Im folgenden werden die in diesem Diagramm dargestellten Konstruktionsschritte einzeln betrach-
tet. Dabei erfolgen in jedem Punkt Verallgemeinerungen, die zusammengenommen den Begriff
arithmetisch ausmachen werden.

(K1) M(2,Q) ist eine Quaternionenalgebra iiber Q.
In der Verallgemeinerung wird @Q durch einen endlichen Erweiterungskorper F von Q ersetzt.
Die Rolle von M(2,Q) iibernimmt eine Quaternionenalgebra A = (“ﬁb) iiber F.
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(K2) Es gilt M(2,Q) ®g R = M(2,R).
Um diese Beziehung verallgemeinern zu koénnen, muss der Grundkorper F ein Teilkorper
der reellen Zahlen sein (F C R) und die Quaternionenalgebra A muss so gewihlt sein, dass
A®p R~ M(2,R) gilt. Somit wihlt man

b b
QCcFCcRund A= (aﬁ? ) mit A @p R = (aﬂé ) = M(2,R);
dafiir diirfen nach Theorem 3.47 (3) die Elemente a und b nicht gleichzeitig negativ sein.

(K3) M(2,Z) ist ein Ring mit einem multiplikativem Einselement, der ein endlich erzeugter Z-
Modul mit M(2,Z) ®z Q = M(2,Q) ist.
Z wird ersetzt durch den Ganzheitsring Ry des Korpers F.

Definition 4.9 Sei F ein endlicher Erweiterungskorper von Q. Ein Element von F heifit ganz,
falls es Nullstelle eines normierten Polynoms in Z[z] ist. Die Menge aller ganzen Elemente bildet
den Ganzheitsring (ring of integers) Ry von F. 9

Definition 4.10 A sei eine Quaternionenalgebra tiber dem Korper F mit Q CF C R. Ry sei der
Ganzheitsring von F. Eine (Ry)-Ordnung (order) O in A ist ein Unterring von A mit multipli-
kativem Einselement, welcher ein endlich erzeugter Re-Modul mit

Oer,F=A
15t.

Beispiel 4.11
(1) Ist A = (aﬂj‘b) eine Quaternionenalgebra mit a,b € Ry \ {0}, so ist

O={zogl+z1i+z2j+a35k]|20,21,22,23 € R}
eine Ordnung in A.
(2) M(2,Rp) ist eine Ordnung in M(2,F).
Die obige Konstruktion (K1)—(K3) ldsst sich wie folgt fortsetzen:

(K4) M(2,Z) bildet eine Ordnung in M (2, Q).
M (2,Z) wird in der allgemeinen Konstruktion durch eine (Ryp)-Ordnung O in A ersetzt.

(K5) SL(2,F) enthilt alle Elemente von M (2,Z) mit Determinante 1.
Die reduzierte Norm einer Algebra verallgemeinert das Determinantenkonzept in Matrizen-
ringen. SL(2,F) wird ersetzt durch

O' = {x € O| Nrda(z) = 1} [Kat92] oder
O'={z € 0|20 = O und Nrdy(z) = 1} [Tak75]

(group of units in O of reduced norm 1).

Insgesamt erhélt man bei Durchfiihrung von (K1)—(K5) eine Kette
O'cOCA— AR = M(2,R)

und damit eine Abbildung
p: O' v SL(2,R).

Um Fuchssche Gruppen konstruieren zu kénnen, muss p(O!) eine diskrete Teilmenge von SL(2,R)
sein. Da jede endliche Korpererweiterung von Q einfach ist, wird im folgenden von F = Q(k)
ausgegangen.

9Nach [Leu96] sind anstelle von Ganzheitsring ebenso die Bezeichnungen Maximalordnung und Hauptord-
nung gebriuchlich.
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Definition 4.12 Fin Kdrper F = Q(k) heifit absolut reell (totally real), falls jede Nullstelle des
Minimalpolynoms von k reell ist. In diesem Fall induziert jede andere Nullstelle k' des Minimal-
polynoms durch k — k' einen Galois-Monomorphismus o: Q(k) — Q(k') C R, und es existieren
genau |F : Q| solche Monomorphismen.

Theorem 4.13 (Borel-Harishchandra, [Mac01]) SeiF =Q(k) CR. A= (%"b) sei eine Qua-

ternionenalgebra iber F mit (aﬁgb) =~ M(2,R), O sei eine Ordnung in A. Genau dann ist O'

eine diskrete Gruppe in (aﬂéb)l >~ SL(2,R) mit einem Fundamentalbereich endlicher hyperbolischer

Fldche, falls folgende Bedingungen erfullt sind:
(1) T ist absolut reell.

b
(2) Fir alle Galois-Monomorphismen o : F— R, o # 1d, gilt (U(a),a()) = H.

Jetzt ist es moglich, die Eigenschaft arithmetisch zu definieren.

Definition 4.14

(i) Seien Uy,Us Untergruppen einer Gruppe G. Uy und Us sind kommensurabel (commensu-
rable), falls ihr Durchschnitt Uy N Uy sowohl in Uy als auch in Us endlichen Index besitzt.

(i) Seien Uy, Us Untergruppen einer Gruppe G. Uy und Us sind kommensurabel im weiten
Sinn (commensurable in the wide sense), falls Uy und U3 fiir ein g € G kommensurabel sind.

(iti) Sei A = (aELb) eine Quaternionenalgebra iiber einem absolut reellem Korper F = Q(k), so
dass ein Isomorphismus

p: <a[?&b> — M(2,R)
existiert und

(200

R

fiir alle Galois-Monomorphismen o: F — R, o # 1Id, gilt. Set O eine Ordnung in A. Dann
heifit jede Untergruppe von PSL(2,R), die kommensurabel mit p(OY)/{I,—I} ist, arithme-
tische Fuchssche Gruppe.

(iv) Ist G eine Untergruppe von endlichem Index in p(OY)/{I,—I}, so ist G eine von einer
Quaternionenalgebra abgeleitete Fuchssche Gruppe.

Kisao Takeuchi verallgemeinert in [Tak77b] die Definition 4.14(ii) auf die folgende Weise und kann
anschliefend zeigen, dass die Kommensurabilitit im weiten Sinn eine Aquivalenzrelation darstellt.

Definition 4.15 Uy, U, seien diskrete Untergruppen von SL(2,R), deren Fundamentalbereiche
endlichen hyperbolischen Flicheninhalt besitzen. Existiert ein g € GL(2,R), so dass Uy kommen-
surabel mit g~'U,g ist, dann heifit Uy kommensurabel mit U, im weiten Sinn.

Theorem 4.16 Seien G1 und G5 arithmetische Fuchssche Gruppen, die von den Quaternionenal-
gebren Ay und As abgeleitet sind. Dann ist G1 genau dann kommensurabel mit Go im weiten Sinn,
wenn Ay isomorph zu Ao ist.

Definition 4.17 SeiF ein absolut reeller algebraischer Erweiterungskorper von Q mit |F : Q| = n.

Dann besitzt F genau n paarweise voneinander verschiedene Einbettungen o; (i € {1,...,n}) in
den Korper R der reellen Zahlen.
A= (aﬁb) sei eine Quaternionenalgebra dber F, fir die R-Isomorphismen p; (i € {1,...,n}) mit
b
(1) p1: (Ul(a)ﬂ’;l()) — M(2,R) und

(i) pi: (‘W) — H firi e {2,...,n}

existieren. Dann heifst A unverzweigt an der Stelle o1 (unramified at the place o1) und ver-
zweigt an allen anderen Stellen o; (ramified at all other infinite places 0;), i € {2,...,n}.



Alternierende Faktorgruppen Fuchsscher Dreiecksgruppen 62

Bemerkung 4.18 Kisao Takeuchi fordert in [Tak75] die Ezistenz eines R-Isomorphismus
pr AqR— M2,R)eHe - dH,

was dquivalent zu (i) und (ii) ist.

Theorem 4.19 Es seien die Bezeichnungen von Definition 4.17 vorausgesetzt.

(1) Bezeichnet man mit Nrdy bzw. Trdy die reduzierte Norm bzw. die reduzierte Spur in H, so
qilt fiir jedes x € A:
(a) Nrda(z) = det(ps (x))
(b) Trda(z) = tr(p1(z))
(c) o;(Nrda(z)) = Nrdg(pi(x)), i € {2,...,n}
(d) oi(Trda(x)) = Trdu(pi(x)), i € {2,...,n}
(2) Ist F # Q, so ist A eine Divisionsalgebra.
Im weiteren Verlauf sollen nur noch arithmetische Dreiecksgruppen betrachtet werden. Alle oben
gemachten Aussagen fiir Fuchssche Gruppen gelten natiirlich in diesem Spezialfall ebenso. Kisao

Takeuchi ermittelt in [Tak75], [Tak77a] und [Tak77b] eine vollsténdige Liste aller arithmetischen
Dreiecksgruppen. Die Hauptresultate werden hier vorgestellt.

Theorem 4.20 ([Tak75]) G sei eine Fuchssche Gruppe der ersten Art (der Fundamentalbereich
von G besitze endlichen hyperbolischen Flicheninhalt). Dann ist G genau dann arithmetisch, wenn
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(I) Fy sei der Korper Q(tr(g)|g € G), erzeugt von der Menge tr(G) iber Q. Dann ist Fy ein
algebraischer Erweiterungskirper von Q von endlichem Index und tr(G) ist enthalten im
Ganzheitsring Ry, von Fi.

(II) Fy sei der Korper Q(tr?(g) | g € G). Fiir jeden Isomorphismus o von Fy in den Korper der
komplexen Zahlen C mit olp, # Id ist o(tr(G)) beschrinkt in C.

Theorem 4.21 ([Tak77a]) G sei die Dreiecksgruppe A(my, ma,m3) mit 2 < my < mg < mg,

F=Q <0052 (W) ,cos2 <W> ,0052 (W) , COS (W) cos (W) CcOSs <W>) .
mi ma ms3 mi mo ms

Dann ist G genau dann arithmetisch, falls einer der beiden folgenden Fille eintritt.
(1) F=Q
(44) F 2 Q und fiir jeden Isomorphismus o: F— R, 0 #1d, ist die Ungleichung

o (0082 <ﬂ> + cos? (W> + cos? <7T> + 2 cos (ﬂ) cos (71-) cos (ﬂ> — 1) <0
mi ma ms3 mi ma ms3
erfillt.

In [Tak77a] und [Tak77b] klassifiziert K. Takeuchi alle arithmetischen Dreiecksgruppen der ersten
Art und weist nach, dass diese in 18 Kommensurabilitdtsklassen im weiten Sinn iiber insgesamt 13
Koérpern einzuordnen sind. Die folgende Tabelle enthélt die vollstdndige Auflistung,.
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Klasse | Signatur (mq,ma, ms) Korper F
I (2,4,6) (2,6,6) (3,4,4) (3,6,6) Q
I (2,3,8) (2,4,8) (2,6,8) (2,8,8) (3,3.4) (3,8,8) (4,4,4) (4,6,6) (4,8,8) Q(v2)
I | (2,3,12) (2,6,12) (3,3,6) (3,4,12) (3,12,12) (6,6,6) Q(V3)
IV | (24,12) (2,12,12) (4,4,6) (6,12,12) Q(v3)
V| (245) (2,4,10) (2,5,5) (2,10,10) (4,4,5) (5,10,10) Q(V5)
VI | (2,5,6) (3,5,5) Q(V5)
VII | (2,3,10) (2,5,10) (3,3,5) (5,5,5) Q(v5)
VIIT | (3,4,6) Q(v6)
IX | (23,7) (2,3,14) (24,7) (2,7.7) (2.7,14) (3.3,7) (7,7.7) Q(cos(/7))
X | (2,3,9) (2,3,18) (2,9,18) (3,3,9) (3,6,18) (9,9,9) Q(cos(m/9))
XI | (2,4,18) (2,18,18) (4,4,9) (9,18,18) Q(cos(m/9))
XII | (2,3,16) (2,8,16) (3,3.8) (4,16,16) (8,8,8) Q(cos(m/8))
XIII | (2,5,20) (5,5,10) Q(cos(m/10))
XIV | (2,3,24) (2,12,24) (3,3,12) (3,8,24) (6,24,24) (12,12,12) Q(cos(7/12))
XV | (2,5,30) (5,5,15) Q(cos(m/15))
XVI | (2,3,30) (2,15,30) (3,3,15) (3,10,30) (15,15,15) Q(cos(m/15))
XVII | (2,5,8) (4,5,5) Q(v2,V5)
XVIII | (2,3,11) Q(cos(m/11))

Beispiel. Im folgenden soll etwas ausfiihrlicher aufgezeigt werden, warum die Dreiecksgruppe
A(3,5,7) nicht-arithmetisch ist. Durch die in den vorangegangenen Kapiteln hergeleitete Dar-
stellung von Dreiecksgruppenelementen ist es ndmlich moglich, dies nachzuweisen, ohne Takeuchis
Kriterium 4.21 zu verwenden.

Die Dreiecksgruppe A(3,5,7) wird nach Korollar 3.42 erzeugt von
_ —% —sina d v— —cosf —sinfq
= \sina -1 une ¥y = sinﬁ% —cosfB )’

dabei gilt nach Lemma 3.38

_1+B _ [eos(a+ ) + cosy I
11" "~ cos(aw — ) + cosy’ 3’7

Die der Dreiecksgruppe zugeordnete Quaternionenalgebra ist nach Korollar 3.42 und den Ergeb-
nissen von Abschnitt 3.5

M= a+bsinasinfq csina+dsingqg
- —csina—dsinﬂ% a—i—bsinasinﬁ%

a,b,c,deF}

iiber dem Korper

F = Q(cosa,cos 3, cos~y)
= {(x1 4+ z2cos ) + (x3 + x4 co8 B) cosy + (x5 + zg cos f) cos® v | x1, ..., 26 € Q).

Die Quaternionenalgebra ist nach Korollar 3.55 isomorph zu

Mx=A= (?), mit @ = (2 — cos? B)D, b= D —sin?a,

D = cos® a + cos? 3 + cos® v + 2 cos awcos B cosy — 1.

Das Minimalpolynom von cos 3 iiber Q ist 2% — %x — i und besitzt die Nullstellen cos(7/5) und

cos(3/5). Das Minimalpolynome von cos iiber Q ist % — 2% — Sz + £ und besitzt die Nullstellen

cos(m/7), cos(3w/7) und cos(57 /7).

R

D)7 (oo

b ag
Fiir jeden Isomorphismus o: R — R gilt (a, ) — (

Die folgende Tabelle enthilt alle Galois-Isomorphismen von F, die Bilder von a, b und der Algebra
A®gR.
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o | o(cos(w/5)) | o(cos(m/7)) o(a) o(b) A7 @R = (”(“)’"(b)
Id cos(m/5) cos(m/7) 1.9444 0.695152 M(2,R)
T cos(37/5) cos(m/7) -0.230785 | -0.871178 H
1 cos(m/5) cos(3w/7) | 0.180359 | -0.615952 M(2,R)
Yo cos(m/5) cos(bm/7) | -0.284122 | -0.961165 H
T | cos(3mw/5) cos(37/7) -1.28317 | -1.42375 H
Ty | cos(3m/5) | cos(5m/7) | -0.139219 | -0.8231 i
Somit gilt

AgR=M(2,R)o M(2,R) e HeoHeHe H,
und damit kann A(3,5,7) nach 4.14(iii) und 4.18 nicht arithmetisch sein.

Bemerkung 4.22 Ist D < 0, so ist a < 0 und b < 0; d.h. (%’f’) = H. Ist D > 0, so ist a > 05
d.h. (%) =~ M(2,R). Das ist aber die Aussage von Theorem 4.21.

4.2 Der nicht-arithmetische Fall

Untersucht werden Homomorphismen, die Dreiecksgruppen auf alternierende Gruppen surjektiv ab-
bilden. Betrachtet wird, ob die Kerne dieser Epimorphismen in PSL(2,R) konjugiert zueinander
sind. In den folgenden Abschnitten soll zunéichst die Herleitung des Ergebnisses von G.A. Mar-
gulis nachvollzogen werden, welches die Fragestellung fiir nicht-arithmetische Dreiecksgruppen
vollsténdig klart.

Dazu miissen zunéchst einige besondere Eigenschaften von Dreiecksgruppen aufgezeigt werden.
Die Inhalte dieser Einleitung basieren mafigeblich auf [GGD99], [SIS03] und [Bea83].

Die Dreiecksgruppen heben sich von anderen Fuchsschen Gruppen vor allem durch die Eigen-
schaft ab, dass alle Einbettungen einer Dreiecksgruppe in die Gruppe PSL(2,R) konjugiert zu-
einander sind. Mit dem Symbol A(mq,ms,m3) wird also eine Fuchssche Gruppe mit der Signatur
(0; 1, ma, m3) bezeichnet, die bis auf Konjugation in PSL(2,R) festgelegt ist.

Weiterhin besitzen die Dreiecksgruppen folgende bemerkenswerte Eigenschaft.

Lemma 4.23 ([Bea83]) Sei G eine diskrete Gruppe konformer Isometrien der hyperbolischen
Ebene. Enthdlt G eine Dreiecksgruppe als Untergruppe, so ist G selbst eine Dreiecksgruppe.

Definition 4.24 FEine maximale Fuchssche Gruppe ist eine Gruppe, die in keiner anderen Fuchs-
schen Gruppe enthalten ist.

Das folgende Theorem listet alle bestehenden Inklusionen unter den Dreiecksgruppen auf und
bestimmt damit auch alle maximalen Dreiecksgruppen.

Theorem 4.25 (Singerman, [Sin72]) Die komplette Liste aller Dreiecksgruppen, die in anderen
Dreiecksgruppen enthalten sind, lautet

A(n,m,n) < A(3,3,n) vom Index 3,
A(n,n,n) a4 A(2,3,2n) vom Index 6,
Ani,my,ng) < A(2,n1,2ns)  vom Index 2,
A(7,7,7) < A(2,3,7) vom Index 2/,
A(2,7,7) < A(2,3,7) vom Indez 9,
A(3,3,7) < NA(2,3,7) vom Index 8,
A(4,8,8) < A(2,3,8) vom Index 12,
A(3,8,8) < A(2,3,8) vom Index 10,
A(9,9,9) < A(2,3,9) vom Index 12,
A(4,4,5) < A(2,4,5) vom Indez 6,
A(n,4n,4dn) < A(2,3,4n) vom Index 6,
A(n,2n,2n) < A(2,4,2n) vom Index /,
A(3,n,3n) < A(2,3,3n) vom Index 4,
A(2,n,2n) < A(2,3,2n) vom Indez 3.

Zur Darstellung der Ergebnisse von Margulis werden folgende Definitionen und Aussagen benétigt.

Definition 4.26 Zwei Fuchssche Gruppen G1,Gy sind kommensurabel, falls ihr Durchschnitt
G1 NGy endlichen Index in G und Go besitzt.
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Definition 4.27 ([SIS03]) G sei eine Fuchssche Gruppe, dessen Fundamentalbereich einen end-
lichen hyperbolischen Flicheninhalt besitze. Dann bezeichne

Comm(G) = {t € PGL(2,R)| G und G' = t"'Gt sind kommensurabel}

den Kommensurator von G. Weiterhin sei Comm™(GQ) diejenige Untergruppe von Comm(G),
die alle konformen Elemente des Kommensurators enthdlt, d.h.

Comm™*(G) = Comm(G) N PSL(2,R)
{t € PSL(2,R) |G und G* sind kommensurabel} .

Die Bedeutung des Kommensurators wird vor allem durch das folgende Theorem von Margulis
[Mar91] hervorgehoben.

Theorem 4.28 (Margulis)

(1) Formulierung in [SIS03]: Sei G eine Fuchssche Gruppe mit endlichem Fundamentalbereich. G
ist genau dann Untergruppe von endlichem Index in Comm(G), wenn G nicht-arithmetisch
15t.

(2) Formulierung in [GGD99]: Fiir eine Fuchssche Gruppe G ist Comm™ (G) genau dann eine
Fuchssche Gruppe, falls G nicht-arithmetisch ist.

Damit lasst sich die angekiindigte Aussage wie folgt beweisen.

Theorem 4.29 Ist G = A(my, ma,m3) < PSL(2,R) eine mazimale nicht-arithmetische Dreiecks-
gruppe, dann gibt es fir zwei voneinander verschiedene Normalteiler N1, No < G von endlichem
Index kein Element h € PSL(2,R) mit NJ' = Ns.

Beweis. Die Annahme der Existenz eines h € PSL(2,R) mit NJ* = N, fiihrt zu einem Wider-
spruch, falls h € G gezeigt wird, da N7 und N» nach Voraussetzung in G nicht zueinander konjugiert
sind.

Da G nicht-arithmetisch ist, ist G nach Theorem 4.28 (1) eine Untergruppe von Comm(G)
von endlichem Index. Da G eine Fuchssche Gruppe ist, ist G sogar in Comm™(G) enthalten.
Nach Lemma 4.23 ist Comm™(G) eine Dreiecksgruppe. Aus der Maximalitiit von G folgt damit
G = Comm™(G).

N7 und N, sind als Normalteiler von endlichem Index in G kommensurabel. Da sie nach Annah-
me in PSL(2,R) konjugiert zueinander sind, liegt das konjugierende Element im Kommensurator.
Das sieht man wie folgt: Da N7 und N2 Normalteiler von endlichem Index in G sind, folgt aus

No <G NG'<G und
N'<anGh<a

sofort h € Comm(G). Damit erhdlt man unter Ausnutzung der Voraussetzung h € PSL(2,R)
sofort den Widerspruch

h € Comm(G) N PSL(2,R) = Comm™(G)=G. O

4.3 Der arithmetische Fall

Im folgenden soll eine Methode entwickelt werden, die es ermoglicht, dhnliche Ergebnisse wie Theo-
rem 4.29 fiir arithmetische Dreiecksgruppen zu erhalten. Zur Auswahl eines geeigneten Beispiels
kann die von K. Takeuchi ermittelte Klassifikation aller arithmetischen Dreiecksgruppen vom Ab-
schnitt 4.1 verwendet werden.

Die folgende Tabelle enthilt fiir jede der 76 arithmetischen Dreiecksgruppen die Gesamt-
zahl der Epimorphismen in die alternierenden Gruppen As,...A;o. Die Spalteniiberschrift e;
(i € {3,...,10}) bezeichnet dabei die Anzahl der nicht durch A,-Konjugation auseinander hervor-
gehenden Epimorphismen in die alternierende Gruppe A;. Dabei ist folgendes zu beachten:

1. Zu jeder Gruppe wurde angegeben, ob sie in einer maximalen Dreiecksgruppe als Untergruppe
enthalten ist. Dazu wurde ausschliellich das Kriterium 4.25 verwendet.
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2. Eine Untergruppe U einer Gruppe G kann mehr Epimorphismen in eine feste alternierende
Gruppe A4,, besitzen als G selbst. So ist beispielsweise A(3,6,6) enthalten in A(2,4,6) und
besitzt drei Epimorphismen in die A7; die Obergruppe A(2,4, 6) dagegen nicht einen einzigen.
Dies ist immer dann der Fall, wenn sich die Homomorphismen der Untergruppe nicht derart
auf die Obergruppe erweitern lassen, dass das Bild die alternierende Gruppe bleibt.

3. Ist eine arithmetische Dreiecksgruppe U isomorph zu einer Untergruppe einer Dreiecksgruppe
G, so wurde dies in der Tabelle durch die Schreibweise U < G zum Ausdruck gebracht. Dazu
wurde zum einen die wohlbekannte Isomorphie

Alp.q,r) = Ag, 7, p) = Alg,p,7)
und zum anderen Theorem 4.25 verwendet. Konkrete Ausfiihrung einiger Beispiele:

(a) Es gilt A(3,4,4) = A(4,4,3) < A(2,4,6) = A(3,4,4) < A(2,4,6).
(b) Gilt fiir beliebige Gruppen die Relation

A¥B<(C=D,
so besitzt D eine zu B isomorphe Untergruppe E. Damit gilt
E<Dund E =B,
woraus
A<D
folgt. Diese Uberlegungen kommen zum Beispiel bei
A(2,6,6) =2 A(6,6,2) < A(2,6,4) 2 A(2,4,6) = A(2,6,6) < A(2,4,6)

oder dhnlichen Konstellationen zum Einsatz.

(¢) Eine Weiterfiihrung dieser Ideen fiihrt zu
(3,12,12) = (12,12,3) < (2,12,6) = (2,6,12) < (2,3,12) = (3,12,12) < (2,3,12)

4. Soll fiir eine vorgegebene Dreiecksgruppe A(p, ¢, ) ein Epimorphismus in eine alternierende
Gruppe A,, existieren, so muss bis auf eine Ausnahme n > K, ;. = max{k,, kq, k- } gewéhlt
werden, wobei kg der kleinste Primteiler der natiirlichen Zahl s ist.

Ist n < Kp g, so gibt es in der alternierenden Gruppe A,, keine Elemente X, Y, Z, die die
Bedingung X? =Y? = Z" = 1 erfiillen.

Die einzige Ausnahme tritt in dem Fall auf, in dem die Bilder der Erzeuger x, y einer Drei-
ecksgruppe

Alpsq,r) = (z,yla? =y? = (zy)" =1)
in der alternierenden Gruppe invers zueinander sind, so dass die Relation (zy)” = 1 trivial
erfiillt ist.

Dieser Fall tritt beispielsweise fiir alle Dreiecksgruppen der Signatur A(3,3,r) auf, falls Epi-
morphismen in die A3 gesucht werden. Setzt man

X = QD(ZE) = (17273)7
Y = 90(1/) = (17352)7

so gilt

(X,Y) = A3 und
X3 =y3=(XY) =1

fiir alle natiirlichen Zahlen r, da XY =1 gilt.

Dieser Sonderfall wurde in der Tabelle bei der Dreiecksgruppe A(3, 3, 7) beriicksichtigt, indem
in der ersten Spalte eine in Klammern gesetzte 1 eingetragen wurde.

[43

Fiir alle anderen Indizes n < K, 4, wurde das Symbol ,— als Eintrag benutzt.
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5. Wie im letzten Punkt schon angedeutet wurde, soll hier noch einmal ausdriicklich darauf
hingewiesen werden, dass generell nicht darauf geachtet wurde, ob die Bilder der Erzeuger
der Dreiecksgruppe die korrekte Ordnung besitzen.

Es ist also nicht in jedem Fall sichergestellt, dass fiir eine Dreiecksgruppe
Alp,g,r) = (z,y|a” =y = (zy)" =1)

die Bedingungen

o(p(z)) =p, o(e(y)) =g, o(p(zy)) =7

erfiillt sind, vielmehr gilt lediglich
o(p(@))lp, ole(y))lg, olp(xy))lr.

6. Im Abschnitt 2.3 wird das Theorem 2.18 als Schlussfolgerung aus der Genus formula herge-
leitet.

Weiterhin wurde festgestellt, dass sich dieses Theorem hervorragend dazu nutzen lisst, fiir
eine vorgegeben Dreiecksgruppe einige Werte n auszuschlielen, fiir die kein Epimorphismus
in die alternierende Gruppe A,, existiert.

Fiir die entsprechenden 7 Dreiecksgruppen wurden Fuinoten angebracht, in denen die aus-
zuschlieBenden Werte fiir n angegeben werden.

Zur Berechnung wurde das Computer-Algebra-Programm GAP mit den im Abschnitt 2.5 vorge-
stellten Funktionen verwendet.

Dreiecksgruppe es e4 es €6 er eg €9 €10
A(2,4,6) 0 0 0 0 0 0 4 0
A(2,6,6) < A(2,4,6) 1 1 0 0 0 0 4 0
A(3,4,4) < A(2,4,6) 0 0 0 0 4 0 11 12
A(3,6,6) < A(2,4,6) 4 3 0 0 3 17 49 82
A(2,3,8) 0 0 0 0 0 0 0 3
A(2,4,8) < A(2,3,8) 0 0 0 0 0 0 0 3
A(2,6,8) 0 0 0 0 0 0 4 22
A(2,8,8) < A(2,3,8) 0 0 0 0 0 0 0 33
A(3,3,4) < A(2,3,8) 1 1 0 1 0 0 0 3
A(3,8,8) < A(2,3,8) 0 0 0 0 4 0 11 396
A(4,4,4) < A(2,3,8) 0 0 0 1 12 18 42 15
A(4,6,6) < A(2,6,8) 1 1 0 1 8 94 320 229
A(4,8,8) < A(2,3,8) 0 0 0 1 12 18 42 1060
A(2,3,12) 1 1 0 0 0 0 0 3
A(2,6,12) < A(2,3,12) 1 1 0 0 0 0 14 21
A(3,3,6) a4 A(2,3,12) 4 2 0 0 1 0 0 9
A(3,4,12) < A(2,3,12) 1 1 0 1 7 7 53 127
A(3,12,12) < A(2,3,12) 4 3 0 2 13 31 244 1105
A(6,6,6) < A(2,3,12) 4 4 0 0 7 186 663 516
A(2,4,12) 0 0 0 0 0 0 7 4
A(2,12,12) < A(2,4,12) 1 1 0 0 0 0 33 94
A(4,4,6) a4 A(2,4,12) 0 0 0 0 10 48 128 80
A(6,12,12) < A(2,4,12) 4 4 0 2 33 422 2649 8589
A(2,4,5) - - 0 1 0 0 0 0
A(2,4,10) 0 0 0 1 0 0 1 0
A(2,5,5) < A(2,4,5) — - 1 1 0 0 0 0
A(2,10,10) < A(2,4,10) 0 0 1 1 0 0 1 10
A(4,4,5) < A(2,4,10) 0 4 11 9 1 53
A(5,10,10) < A(2,4,10) — - 3 6 1 0 1 337
A(2,5,6) - - 1 0 0 0 0 6
A(3,5,5) < A(2,5,6) 19 - - 2 1 3 - - 22

10Nach Theorem 2.18 gibt es fiir A(3,5,5) keinen Epimorphismus in die A,, fiir n € {8, 14}.
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A(2,3,10) 0 0 1 0 0 0 0 0
A\(2,5,10) < A(2,3,10) - — 1 1 0 0 0 5
A(3,3,5) < A(2,3,10) — — 1 1 1 0 0 7
A(5,5,5) < A(2,3,10) 1 — — 1 4 1 — — 64
A\(3,4,6) 1 1 0 1 3 7 26 33
A(2,3,7) 12 - - - — 0 0 0 —
A(2,3,14) 0 0 0 0 0 0 0 0
A(2,4,7) 2 0 4 0
N(2,7,7) < A2,3,7)5 — — — — 3 3 4 —
A(2,7,14) < A(2,3,14) — — — 3 3 4 0
A(3,3,7) < A2,3,14) M [ (1) - - - 2 0 5 1
A(T7,7,7) < A2,3,14) B[ - — — — 23 177 68 1
A (2,3,9) 1 1 0 0 0 0 0 6
A (2,3,18) 1 1 0 0 0 0 0 6
A\ (2,9,18) < A(2,3,18) 1 1 0 0 0 0 51 154
A(3,3,9) < A(2,3,18) 4 1 0 0 0 0 6 42
A\(3,6,18) < A(2,3,18) 4 3 0 0 3 17 154 391
A(9,9,9) < A(2,3,18) 4 1 0 0 0 0 1278 | 10692
A\ (2,4,18) 0 0 0 0 0 0 16 16
A(2,18,18) < A(2,4,18) 1 1 0 0 0 0 79 184
A(4,4,9) < A(2,4,18) 0 0 0 0 4 0 239 380
A(9,18 18) < A(2,4,18) 4 3 0 0 3 17 | 4405 | 21946
A\ (2,3,16) 0 0 0 0 0 0 0 3
A\(2,8,16) < A(2,3,16) 0 0 0 0 0 0 0 33
A(3,3,8) < A(2,3,16) 1 1 0 1 0 0 0 31
A(4,16,16) < A(2,3,16) 0 0 0 1 12 18 42 1060
A(8,8,8) < A(2,3,16) 0 0 0 1 12 18 42 4228
A(2,5,20) 0 0 1 2 0 0 0 5
A(5,5,10) < A(2,5,20) - - 2 5 1 0 0 143
N (2,3,24) 1 1 0 0 0 0 0 6
A(2,12,24) < A(2,3,24) 1 1 0 0 0 0 33 161
A(3,3,12) < A(2,3,24) 4 2 0 1 1 0 4 42
A\(3,8,24) < A(2,3,24) 1 1 0 1 7 7 53 1016
N(6,24,24) < A(2,3,24) 4 4 0 2 33 422 | 2649 | 19459
A(12,12,12) < A(2,3,24) 4 4 0 4 73 630 | 4993 | 27009
A(2,5 30) 0 0 2 1 0 1 0 16
A(5,5,15) < A(2,5,30) — — 3 5 4 0 195
A\(2,3,30) 1 1 1 0 0 0 1 0
A(2,15,30) < A(2,3,30) 1 1 3 1 0 11 20 21
A\ (3,3,15) < A(2,3,30) 4 1 1 1 1 2 5 14
A(3,10,30) < A(2,3,30) 1 1 5 2 7 8 55 264
A(15 15,15) < A\(2,3,30) 4 1 10 10 13 134 | 356 | 1256
A(2,5,8) — — 0 1 0 0 0 14
A(4,5 5) < A(2,5,8) — — 1 5 4 2 0 82
A(2,3,11) 16 - - - - - - - -

Als Beispiel wurde die Dreiecksgruppe A(3,5,5) ausgewéhlt, da sie die einzige arithmetische Drei-
ecksgruppe ist, die genau zwei Epimorphismen in die As besitzt, die nicht durch As-Konjugation
auseinander hervorgehen und fiir die die Ordnungen der Bilder der Erzeuger der Dreiecksgruppe

11 Nach Theorem 2.18 gibt es fiir A(5,5,5) keinen Epimorphismus in die A, fiir n € {8,9, 14}.

12Nach Theorem 2.18 gibt es fiir A(2,3,7) keinen Epimorphismus in die 4, fir n € {10, 11, 12, 13, 17, 18, 19,
20, 23, 25, 26, 27, 31, 32, 33, 34, 38, 39, 40, 41, 46, 47, 48, 53, 54, 55, 59, 61, 62, 67, 68, 69, T4, 75, 76, 82, 83, 89,
90, 95, 97, 103, 104, 110, 111, 118, 125, 131, 139, 146, 167}.

13Nach Theorem 2.18 gibt es fiir /A(2,7,7) keinen Epimorphismus in die A, fir n € {10, 11, 12, 13, 18, 19, 20,
26, 27, 34}.

14Nach Theorem 2.18 gibt es fiir A(3,3,7) keinen Epimorphismus in die A, fiir n € {11,13,20}.

15Nach Theorem 2.18 gibt es fiir A(7,7,7) keinen Epimorphismus in die A,, fiir n € {11,12,13,20}.

16Nach Theorem 2.18 gibt es fiir A(2,3,11) keinen Epimorphismus in die A, fiir n € {14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,
21, 26, 27, 28, 29, 30, 31, 32, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 50, 51, 52, 53, 54, 62, 63, 64, 65, 74, 75, 76, 86, 87, 98}.
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wirklich 3, 5 und 5 sind. Die Eigenschaft arithmetisch war wichtig, um eine Analogie zur Anwen-
dung 4.29 des Theorems von Margulis herstellen zu kénnen. Es wurden Epimorphismen in eine
relativ kleine alternierende Gruppe gewéhlt, um das Beispiel moglichst klein zu halten. Die Wahl
einer Dreiecksgruppe, die nur zwei Epimorphismen besitzt, ist erfolgt, um die Anzahl der moglichen
Konjugiertheitsbetrachtungen zwischen den einzelnen Normalteilern so gering wie moglich zu hal-
ten.

Im folgenden soll die Frage geklirt werden, ob die beiden Normalteiler Ny, No < A(3,5,5) in
PSL(2,R) zueinander konjugiert sind. Falls Konjugiertheit besteht, so kléirt das nichste Theorem,
in welcher Menge das konjugierende Element zu suchen ist.

Theorem 4.30 ([SWO01]) Seien Ny und Na zwei voneinander verschiedene torsionsfreie Normal-
teiler der Fuchsschen Dreiecksgruppe A mit isomorphen Faktorgruppen AJ/N; =2 G = A/N,. Die
Riemannschen Flichen H?/Ny und H?/No sind genau dann isomorph, falls die beiden folgenden
zueinander dquivalenten Bedingungen erfillt sind:

1. N1 und Ny sind kongjugiert in PSL(2,R).
2. Ny und Ny sind konjugiert in einer Dreiecksgruppe A D A.

Dabei heifit eine Untergruppe einer Fuchsschen Gruppe torsionsfrei, falls sie keine Elemente end-
licher Ordnung besitzt. Die Voraussetzung der Torsionsfreiheit der Normalteiler wird im obigen
Theorem nur benétigt, um kompakte Riemannsche Fldchen hoheren Geschlechts zu erhalten, siehe
[Wol01]. In der folgenden Argumentation wird in diesem Theorem ausschlieflich von der Aquivalenz
der beiden Bedingungen Gebrauch gemacht und diese ist unabhéngig von der Torsionsfreiheit der
beiden Normalteiler.

Nach Theorem 4.25 ist die Dreiecksgruppe A(3,5,5) nur in genau einer anderen Dreiecksgruppe
enthalten; sie ist Untergruppe der maximalen arithmetischen Dreiecksgruppe A(2,5,6) vom Index
2, also sogar Normalteiler.

Im ersten Schritt muss ermittelt werden, wie die A(3,5,5) in die A(2, 5, 6) eingebettet ist. Dazu
werden folgende Bezeichnungen verwendet:

s ™
A(3,5,5): = - =y ==
(a y ) aq 3761 4t 5
s s s
(a 7) Q2 27ﬁ2 5772 6

Weiterhin werden auch die Bezeichnungen von Korollar 3.42 mit den entsprechenden Indizes ver-
sehen:

1
Bl:\/cos(a1+ﬁ1)+005’}’l_\/_1+3\f_ 30 — 6v/5,

cos(ay — (1) +cosyp 2
1+ By
T 1-B
A(3,3,5) ¢ My = [a,b,¢,d]1] a,b,c,d € Fq},

q1

la,b, ¢, d]s = a+bsina; sinf; ¢1  csinay +dsinf; ¢q
a,0,6 a1 = —csinoq—dsinﬁlqi1 a+bsiney sinf = )’

q1
F; = Q(cos oy, cos f1,cosvy1) = Q <\/5+ 1) ~Q (\/5) ,

4

B2:\/cos(a2+ﬂ2)+00872:\/_4_,_3[_ 60 — 24/5,

cos(ag — fB2) + cosya

T1-B, 2% Vi 10
A (2,5,6) C My ={ [a,b,c,d]2| a,b,c,d € Fa},

1+ B 1 3 3
q2 = 2 \/5a

la,b, ¢, d]s = a+bsinas sinfy g2 csinag + d sin Gy ¢
G062 =\ _csinag —dsinfs £ a+bsinag sinBs L/

q2 q2
Fy = Q(cos ag, cos fz, cosv2) = Q <\/5_|_ 1 \/§> ~Q (\/g, \/5) )

4 72
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Rein formal lésst sich der Zusammenhang zwischen den Darstellungen der Elemente von M; und
M wie folgt beschreiben:

la,b, ¢, d]s = [a—:(s—\/g) b V3b, SVEe V3 (3-VE)d QdL

[a,b, ¢, d]s = [a+;\/§(3—¢5) b, %Jﬁb, ;ﬁwi(?)—ﬁ)d, ;dL,

woraus wegen F; C Fo sofort M7 C M, folgt. Allerdings ist die Dreiecksgruppe A(3,5,5) nicht
in der A(2,5,6) enthalten, wenn die obigen Definitionen verwendet werden. Da aber nach [Bea83]
alle PSL(2,R)-Einbettungen einer Dreiecksgruppe konjugiert zueinander sind, gilt

A(3,5,5)" 3 A(2,5,6)
2

fiir ein geeignetes h € PSL(2,R).

Im folgenden wird die Existenz dieses konjugierenden Elementes nachgewiesen, und es wird
sich herausstellen, dass sogar h € M gilt. Bezeichnet man die Erzeuger der Dreiecksgruppe nach
Bemerkung 3.34 mit

A(3,5,5) = (x1,y1 2] = y7 = (2131)°
A(2a 576) = (5527212 ‘xg = yg = (3321/2)6

1),
1),

so gilt:
(1) Das Element x3 = (z2y2)? hat Ordnung 3.
(2) Das Element y3 = (z2y2) 2y hat Ordnung 5.
(3) Das Element x3y5 = y2 hat Ordnung 5.
Die Ordnung des Elementes y3 ergibt sich dabei wie folgt:

_ 5 _ _ _ _ 5
vi = [(@212) 23/2} = [y Yoy tyy g 1?/2}
_ y;lw§1y§1x§1y2y§1$51y51x§1y2y51x§1y51w51y2y51x51y51x§1y2y§1x51y51x51y2
=y tws (v )Pay e =y ety = 1

Mit Hilfe von Lemma 3.41 erhélt man die Darstellungen

1
ZaYo = [—cos g, 0,—1,0], - [—cos (2,0,0, 1], = [—\/g, 1, 1 (\/5-1- 1) , O] ,
2

3 = (221)? = {2, —V3, —i\/é(\/éﬂ) : o] ,

2

vo = (w2y2) 2y = (o) 'y = [1, V3, -1V3(v5+1), 0} - { cos 2,0,0, 1}

2 2

=[- (1) 3B (B -Jva (- v8) o]

2

Mit Hilfe des obigen Zusammenhangs erhilt man folgende dquivalente Darstellungen in M;:

2y = [; (3\/5+7),—1, —;(\/5+1),0} und

1
ys = [—; (5\/54—11) , % <\/5+1) 1, 1]
1
Wegen

Vb 41
9

tr(zg) =1 = —tr(zy) und tr(ys) = = tr(y1)

sind nach Lemma 3.56 sowohl z; und z3, als auch y; und y3 in PSL(2,R) konjugiert zueinander.
Im folgenden wird rein formal 3 durch —z3 ersetzt. Dadurch &ndert sich das dargestellte Element
in PSL(2,R) nicht, aber es gilt jetzt tr(zs) = tr(z1).
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Im néchsten Schritt wird das gesuchte Element h € PSL(2,R) mit

h
Ty = I3,
h __
Y1 =93

bestimmt. Nach Theorem 3.60 erhélt man ein Element h, € PSL(2,R) mit z}* = x3 durch die
folgende Festlegung:

Ist [ T1a T1p _ [X3,a T3
St 1 = , X3 = )
Tiec T1,d T3¢ I3,d
—-1V3 0 )
2

so setze h, = T1b 0 _
T \me e wap) -\ - 3VEe -3 1VB(VE+1)

Ein kurzer Test zeigt, dass dieses Element h, noch nicht das gewiinschte h ist, da zwar x}fx = x3,
aber nicht yi“ = y3 gilt. Nach Lemma 3.63 ist h, jedoch nicht das einzige Element, das z; in x3
konjugiert. Vielmehr gilt

{h S PSL(Q,R) |Z‘]f = .233} = {hch;E ‘ he € CPS’L(Q}R)((L‘l)} .

Nach Lemma 3.61(c) gilt

Cpspom (@) = {(é (1’)} U {ml +h- <(1) ?) ’ he R}.

Somit erhélt man insgesamt

{h € PSL(2,R) |2} = a3} :{hz}U{<x1+iL- (é ?)) Dy

he R} :
Nun muss nur das korrekte h € R gewdhlt werden, so dass fiir das resultierende

h:(x1+ﬁ.<(1) ?))h

die Bedingung
yr =y

erfilllt ist. Es entstehen vier quadratische Gleichungen fiir i~L, die als einzige gemeinsame Losung

_ 5 3 3 - 151 5 3~ 1 1
=222 L2 S s LB (VE+1) sinas sin By —
1TV YAty LTt aYe 2f(f+ )blna2blnﬁ2qz

besitzen. Mit diesem h besitzt das gesuchte Element h die Form

h_<x1+ﬁ-((1) ?))h

_ [gﬁ(ﬁw),_iﬁ(sws),—jlﬁ(ﬁﬂ),o}
= [:ﬁ(ﬁw?)),—i (x/5+3)7—g (x/5+1),0]

1

2

Das folgende Korollar fisst das erhaltene Resultat zusammen. Dabei wird jetzt bewusst nicht
zwischen x3 und —z3 unterschieden, da in PSL(2,R) beide Elemente als gleich betrachtet werden.
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Korollar 4.31 Die Dreiecksgruppe A(2,5,6) = (xa,y2) besitzt die Untergruppe U = (x3,ys) mit

T3 = (22y2)? von Ordnung 8,
Y3 = (z2y2) " 2y2  von Ordnung 5,
T3Ys = Y2 von Ordnung 5.

Schreibt man A(3,5,5) = (x1,y1), so gilt

ol =, Yl =y
fiir

h= [:\/3(\/5+3),—i (\/5+3),—§ (\/5+1),0L
Damit gilt

A(3,5,5)" =U < A(2,5,6).
Mit Hilfe von GAP erhélt man, dass tatsichlich
[A(2,5,6) : Ul = |A(2,5,6) : ((z292)?, (z2y2) y2)| = 2
und damit A(3,5,5)" = U <1 A(2,5,6) gilt. Die Rechtsnebenklassen sind U\A(2,5,6) = {U, Uzs}.

Mit Hilfe des Korollars 4.31 ist es nun leicht moglich, die Frage zu kldren, ob die beiden Normalteiler
N1, Ny < A(3,5,5) in PSL(2,R) zueinander konjugiert sind. Nach Theorem 4.30 ist dies genau der
Fall, wenn N und N} in A(2,5,6) zueinander konjugiert sind. Diese Einbettung der Normalteiler
in die A(2,5,6) kann dadurch erfolgen, dass jeder Erzeuger von N; mit h konjugiert wird, also rein
formal der Homomorphismus

7: A(3,5,5) = A(2,5,6), T(z1) = 2 = (z292)%, T(y1) = y)' = (z2y2) 4o
angewendet wird. Damit gilt

NI N g A(3,5,5)" < A(2,5,6).
R ( )(2) ( )

Mit Hilfe von GAP wurde folgendes Resultat erhalten.
1. N} < A(2,5,6), AA(2,5,6)/NI = Ss.
2. NF < A(2,5,6), A(2,5,6)/NE 2 Ss.
3. NI 5 N2 und damit sind NJ* und N} nicht konjugiert in A(2,5,6).
Korollar 4.32 (Hauptergebnis) Die Dreiecksgruppe
A(3,5,5) = (z,y|2° = y° = (zy)° = 1)
besitzt zwei Epimorphismen in die alternierende Gruppe As, die durch
pi(2) = (1,2,3), ¢i(y) = (1,2,3,4,5), o1(ay) = (1,3,2,4,5) und
pa(w) = (1,2,4), @2(y) = (1,2,3,4,5), ¢a(zy) = (1,3,4,2,5)

gegeben sind. Die Kerne N1 = ker 1 und No = ker ¢y sind in der Gruppe PSL(2,R) nicht konju-
giert zueinander. Die beiden Riemannschen Flichen H? /Ny und H? /Ny sind damit zwei zueinander
nicht isomorphe Riemannsche Flichen mit derselben Automorphismengruppe As und demselben
Verzweigungstyp.

Mit diesem Resultat schliefit die Diplomarbeit. Anhand eines konkreten Beispiels wurde ein Ein-
blick in die Welt der Fuchsschen Dreiecksgruppen gewonnen. Natiirlich 6ffnet die hier hergeleitete
Methode das Tor fiir weiterfiihrende Fragen. Verallgemeinerungen kénnen nicht nur durch Wahl
einer anderen alternierenden Gruppe, sondern auch durch Wechsel der Dreiecksgruppe erreicht
werden. Auch zeigt die vorgestellte Methode kein Kriterium auf, das es erlauben wiirde, allgemeine
Aussagen iiber die Gesamtheit aller Epimorphismen in beliebige alternierende Gruppen zu treffen.
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