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Ordnen und Reduzieren von Termen in mehreren
Variablen

Definition eines Ideals:

Ist R ein kommutativer Ring und I C R eine Teilmenge von R, so heifit I ein
Ideal, wenn

1. ppgel=p—qel
2.pel,reR=>mpel

Jede endliche Menge von Polynomen P = {p1,...,px} C F[z1,...,z,] erzeugt
ein Ideal:

k
< P>=<pi,...,pr >= {Zaipi:ai EF[:cl,...,a:n]}
1=0

P heifit Basis des Ideals.

Bezeichnungen:

Flz] Polynomring
z (geordnete) Menge von Variablen z = (z1,...,2n)
T, Menge der Terme in z : T, = {:c’ll Y O PR < N}

n

Ordnen von Termen
Fiir jede zuléssige totale Ordnung <7 in T, muf gelten:

1. 1<t

2. s<rt=>s-u<rt-u
fiir alle s,t,u € Ty, wobei 1 = z9 --- 22 gilt.
Die lexikographische Ordnung <, ist definiert durch:

xlf :1:;" <r :1:{1 :Uﬁ; S Ak ip < Jryim =Jm fir 1 <m <k

Die graduelle Ordnung (degree term ordering) ist definiert durch:

s=al..gih <pgftpin =t &
deg(s) < deg(t) oder
deg(s) = deg(t) und 3k : ix > jg,im = jm firk <m <n

Das fithrende Monom (leading monomial) von p € F[z] beziiglich einer Ord-
nung <p ist der maximale Term in p.

Schreibweisen:

Mt (p) = M(p) : fithrendes Monom

hterm(p) : der maximale Term (head term) in p
hcoeff(p) : der zugehorige Koeffizient

= M(p) = hcoeff(p) - hterm(p)
Konvention: hcoeff(0) = 0, hterm(0) = 1



Reduktion von Termen in mehreren Variablen

Fiir von Null verschiedene Polynome p,q € F[z] sagt man, p 148t sich modulo
q reduzieren (beziiglich einer festen Termordnung), wenn es in p ein Monom
gibt, das durch hterm(q) teilbar ist.

p=XM+rmit A€ F—{0}, t€T,, r € Flz].

L T
hterm(q) weta

At
Schreibweise: p —, p — mq =p

Ein Polynom p 148t sich modulo einer Menge von Polynomen @ = {qi,...,qm}
reduzieren, wenn sich p modulo ¢; fiir (mindestens) ein 4 reduzieren 148t.
Schreibweise: p —q p'

Andernfalls heifit p irreduzibel oder reduziert modulo Q.

Konvention: 0 ist stets irreduzibel

Satz 1: Fiir eine feste Menge Q und Ordnung <7 gibt es keine unendliche
Sequenz von Reduktionen pg —¢g p1 —Q p2—q ---

Weitere Bezeichnungen:

»—>25 bezeichnet die reflexive, transitive Hiille von g

Dh. prbqep—op ..o pm=24q

Wenn p |—>5 g und q irreduzibel ist, schreibt man: p —7, ¢.

Ein Algorithmus zur vollen Reduktion von p modulo Q
Gegeben: Polynom p, Menge von Polynomen Q aus F[x]

Gesucht: Polynom q mit p =7, ¢

Grundidee: Zuerst Reduktion der hoherwertigen Monome, dadurch werden
die niederen Monome auch verdndert

Bezeichnung R(p, Q): Menge aller méglichen Reduktionspolynome in Q, die
das hochstwertigste Monom in p reduzieren kénnen

R(p,Q) = {g€Q— {0} mit hterm(q)hterm(p)}
RO, Q) = 0

Es wird aus dieser Menge der moglichen Reduktionspolynome durch die Funk-
tion SelectPoly (R(p, Q)) ein beliebiges ausgewéhlt.



Schematische Beschreibung des Algorithmus

procedure Reduziere(p, Q)
r = p // r: noch zu reduzierendes Polynom
q = 0 // q: Ergebnispolynom
while r # 0 do {
while R(r,Q) # 0 do {
f = SelectPoly(R(r, Q)) // f: Reduktionspolynom

M(r
r=r=npf
}
q=q+M(r);r=r—M(r)
}
return q
end

Ein Beispiel zum Algorithmus

Zu reduzierendes Polynom: p = 3z3y + 22%y? — 3zy + 5z
Zugrundeliegende Termordnung: <j, (lexikographisch)
Reduktionspolynome: @ = {q1,¢2} C Q[z,y]
q =2’y +52% +y?, g =Tzy? — 24> +1
Der Algorithmus liefert:
p = 32y +22%y% — 3zy + 5z
P =g P—3T-q = —152% + 22%y? — 32y — 3xy + 5z
g —152° — 102%y — 32y® — 32y + 5z — 2¢°
—aq —1523 4 5022 — 3zy® — 32y + 5z — 2y> + 10y?

20 3
g —152° 4+ 5027 — 3zy + bz — 7y3 + 10y + z

Das ist die vollstindige Reduktion von p modulo Q.

Ein weiteres Beispiel zum Algorithmus

Zugrundeliegende Termordnung: <g (graduell)
Reduktionspolynome: @ = {q1,¢2} C Q[z,y, Z]

@ = 2y’z —yz, ¢ = 2'y* - 2?

Zu reduzierende Polynome: p; = 22y%z — 2%, po = —2%y%2 + 2%y2

P g Yz — 20— 2(2%y? —2%) =0
P2 g~z +2yz — (—2)(2yP2 —2yz) =0
Aber: p; + ps = z?yz — 23 ist irreduzibel modulo Q.

D.h. p; und p, lassen sich modulo @ zu 0 reduzieren, ihre Summe ist aber
irreduzibel modulo Q.



Nachteile des Algorithmus, Verbesserungen

e Grifites Problem: Reduktion ist nicht eindeutig, da die Auswahl des
nichsten Reduktionspolynoms aus () nicht determiniert erfolgt, sondern
zufillig

e Lassen sich zwei Polynome p, ¢ jeweils zu 0 reduzieren, so muf} dies nicht
fiir ihre Summe p + ¢ zutreffen

e Algorithmus kann terminieren, wenn alle Terme in r reduziert wurden, die
groBer sind als der kleinste “head term” in () (nur minimale Verbesserung)

e Verbesserung in der innersten Schleife kann erreicht werden, wenn vor
dem Algorithmus jedes Polynom in () durch seinen head term dividiert
wird (nur arithmetische, keine prinzipielle Verbesserung)

Weitere Sitze iiber Reduktionen

Satz 2: Sind p, q und r Polynome aus F[x] und S C F[z] und gilt p — g —s 7,
dann existieren Polynome p und 3, so daf} p b—>§ D, q l—)ér q, r =p—7q gilt.

Satz 3: Sind p, q Polynome aus F[x] mit p — ¢ =% 0 fiir S C F[z], dann gibt
es ein r € F[z], so daB$ p =% r und ¢ =¥ r gilt.

Satz 4: Sind p;, p» Polynome mit p; ¢ p2, dann existiert fiir jedes Polynom
r ein Polynom s mit p; +r '—>25 $,p2+T »—>5 s.
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