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1 DIE EINLEITUNG

Voraussetzung fur diese Praktikumsarbeit war ein vom Ingtitut fir Numerische Mathematik entwickeltes
Fortran-Programmpaket zur Ldsung von differential-al gebrai schen Gleichungssystemen der Form

Ay =F(y,1), Y0)=yo _ _ o
mit konstanter, aber moglicherweise singuldrer Matrix A. Das Programm war insofern zu modifizieren, dass es
auf implizite Gleichungen der Form

fit,y,y')=0,  y(to) =Yo, ¥’ (to)) =Y'o
angewendet werden konnte.
Mit dem erweiterten Programm wurden Testgleichungen des Institutes CWI [CWI99] gel6st. Wichtige Unter-
scheidungsmerkmale waren dabei der Typ der Differentialgleichung und die Indizes der vorkommenden Varia-
blen. Dabel wurde herausgearbeitet, welche numerischen Konvergenzordnungen die Unbekannten der einzelnen
Indizes besitzen. Insgesamt wurden 6 differential-algebraische und 3 implizite Differentialgleichungssysteme
untersucht. Zur Losung der Gleichungen werden linear-implizite Zweischritt-Methoden benutzt.

2 DIE GLEICHUNGEN

Das Testset enthélt drei Typen von Differential gleichungen.

Typ (ODE):  Gewohnliche Differentialgleichungen mit Anfangswert der Form
y' =f(t, y), tEtEL
y. fT RS, y(to) = Yo gegeben

Typ (DAE): Differential-Algebraische Gleichung der Form

My =f(t,y), tEtEty

y, f1 RY, M1 R9xd

¥(to) = Yo und y'(to) = y’o gegeben

M ist dabei eine konstante Matrix, auch singulér moglich

Typ (IDE): Implizite Differentialgleichung der Form

ft,y,y)=0, toEtEL
y,f1 R
y(to) = Yo und y’(to) = y'o gegeben

Bei den Gleichungen von Typ (DAE) und (IDE) ist jeweils angegeben, welchen Index die einzelnen Variablen
(d.h. die einzelnen Komponenten vom Vektor y) besitzen.

3 DIE UMFORMULIERUNG

Eine Differentialgleichung vom Typ (IDE) lasst sich durch die Substitution der ersten Ableitung in eine Diffe-
rentialgleichung vom Typ (DAE) doppelter Dimension umwandeln. Man erhédlt das Gleichungssystem

y' =z
0=A1(t,y, 2

bzw. in Matrixschreibweise
(3

A 0y 0 e z o] 0 tg) 6
g _86/ o & a 9 10 geyl( o).
: SIS H19%
1 TGy T * * t

¢ g+ =g 0 * mit Anfangswert Gy”f:(} n(to)

¢ 0 “ez+ oy, y,z)— ¢z;+ € 1(to)—
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Der Vorteil dieser Darstellung ist, dass das Programmpaket diese Art von Differentialgleichungssystemen be-
handeln kann. Es ergibt sich alerdings auch ein einschneidendes Problem aus dieser Umformulierung: das ent-
stehende System besitzt keinen Anfangswert fir die erste Ableitung, da hierfir rein formal die zweite Ableitung
von y am Intervallanfang bekannt sein misste. Setzt man fir y;** = ... = y,'* = 0, so erhdt man in den meisten
Féllen nur noch Konvergenzordnung 1; die Wahl dieser willkirlichen Werte ist also nicht angemessen.

Als Ausweg aus dieser Misere wird mit RADAU [ODEOQO] am Intervallanfang ein Integrationsschritt Uber das
Intervall [to, to + 10°°] durchgefiihrt und eine Naherungsldsung fiir (y z)" und (y* z')" am Intervallende to + 10°
bestimmt. Mit diesen , numerischen Startwerten® ist das umgeformte System (iber dem Intervall [to + 107, ty]
|6sbar. Der Summand 10 ist ein KompromiR zwischen einer kleinen Abweichung des neuen Intervallstarts vom
urspriinglichen Startpunkt und der M dglichkeit einer mdglichst genauen Approximation von z' =y**.

Von den kiinstlich eingefiihrten Variablen zy, ..., z, sind keine Vergleichd dsungen am Intervallende t; bekannt,
somit ist keine Bestimmung der Abweichung einer Nagherungsl ésung vom umgewandelten System zu einer Refe-
renzldsung in den Variablen z moglich. Somit ist auch keine gesonderte Betrachtung nétig, welche Indizes die
Hilfsvariablen im neuen Differentialgleichungssystem besitzen.

Bemerkung: Auch Gleichungen vom Typ (DAE) lassen sich in dhnlicher Weise umformulieren. Man erhélt
dabei aus

My =f(t,y), toEtEL;

durch analoge Substitution das System

y =z
0=M z-f(t, ), toEtEL.

Diese Umwandlung wird im folgenden s ,,implizite Behandlung* einer DAE bezeichnet. Fur ODE-Probleme
ist dabei M die Einheitsmatrix.

4 DIE VERFAHREN

Zur Losung der einzelnen Differentialgleichungen werden linear-implizite Zweischrittmethoden mit s Stufen
[PSW99] benutzt. Fir das Anfangswertproblem (ODE) wird folgender Ansatz beim Zeitschritt
tn® tmer =ty + hpy benutzt:

S
o

Ymi =Up + hma aijkm-Lj
=

S
(l - hmgiTm)kmi :f(tm +Cihm,Ymi)+ hmea gljkm-LJ furi=1,..5s
=1

S
Uns = Uy +hpa (bikmi +Vikm-li)
i=1
Wichtig ist die Wahl der Matrix T,,,. Um die besten Ergebnisse bezliglich Stabilitdt zu erhaten, ist T, = f* (tm, Um)
zu setzen. Um die Giite eines Verfahrens zu beschreiben, lassen sich die folgenden drei Kriterien benutzen. Der
Parameter s, = hy, / hy, 1 beschreibt dabei das Verhédtnis von aufeinanderfolgenden Schrittweiten. Da hier keine
Schrittweitensteuerung eingesetzt wird, besitzt dieses Verhdltnis aso stets einen konstanten Wert s = 1.

2 l-10-1, 8 1_s't
B(p):a bjs ¢ +av(c-1) :T’ 1=1,....p
=1 =1
g I-1 |-1C'I
Ca): aaij(Cj-l) =s T', I=1...,q
j=
g -1 -1.)-1
Ga): a g - =-gs g I=1....q

=1

In [PSW99] werden fiir verschiedene Stufen s die Koeffizienten (a;), (g;), (g) und die Vektoren (b), (vi) und (c)
hergeleitet, so dass die entstehenden Verfahren mdglichst hohe Konvergenzordnungen besitzen. Die folgende
Ubersicht zeigt die hier verwendeten Verfahren im Uberblick.
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VNIL2: Verfahren der Konvergenzordnung p = 2 mit s= 2 Stufen, L-stabil (a = 90°), erfillt die Bedin-
gungen B(2), C(2) und G(2), fir die Parameter gilt g=0.6339, ¢; =-0.4641 und c, = 1.

VNIL3: Verfahren der Konvergenzordnung p = 3 mit s= 3 Stufen, L (a)-stabil (a = 84.8°), erfillt die Be-
dingungen B(3), C(3) und G(3), mit Parameter g= 0.5155, ¢; = -2.0254 und ¢, =-0.3347, c; = 1.

VSUPER2: Verfahren der Konvergenzordnung p = 3 (fur feste Schrittweite h) mit s = 2 Stufen, L-stahil (a =
90°), erflillt die Bedingungen B(3), C(2) und G(2), mit Parameter g= 1.2, ¢c; =2,2381 und ¢, = 1.

VSUPERS: Verfahren der Konvergenzordnung p = 4 (fur feste Schrittweite h) mit s = 3 Stufen, L(a)-stabil (a
= 88.4°), erfillt die Bedingungen B(4), C(3) und &(3), g=0.85,c; =1und c, = 2.3425, c; = 1.

5 DIE PROGRAMMERWEITERUNGEN

5.1 Aufsplittung nach einzelnen Indizes

Das folgende Programmlisting zeigt die Verdnderungen, die an der Datel , driver.f* vorgenommen wurden.
Schwerpunkte waren dabei die nach Indizes getrennten Ordnungs- und Fehlerberechnungen, sowie die Unter-
stiitzung der impliziten Behandlung von Differentialgleichungen. Da die Dimension des Systems durch die Ein-
fuhrung von Scheinvariablen z, =y, verdoppelt wird und am Intervallende keine Referenzldsung fur die erste
Ableitung gegeben ist, ist in der Routine Isg_from file anhand der Datei, die die Referenzlésung enthélt, zu
unterscheiden, ob implizit gerechnet wird oder nicht. Dies ist jedoch der einzige gravierende Eingriff in das
strenge M odulschema vom Programmpaket , ODETEST".

Auszug aus, driver .f*

subrouti ne odetest(fdgl, mas, jacv, pfac, psol, fdt, Die Routine odetest
+ | oes, rpar, ipar) stellt das Hauptpro-
[...] gramm der benutzten
real *8 errgem.index2, errlog_index2, eord_index2, Testumgebung dar.
lerr_index2
real *8 errgem.index3, errlog_index3, eord_indexs3, Fir die getrennte Be-
[ err_index3 handlung der Index-2
character*80 col 8_i ndex2, col 8 i ndex3 und Index-3-
logical ist_inplizit Unbekannten werden
i nteger n_schl ei fenende zusétzliche Variablen

im Quellcode bendtigt,
deren Nomenklatur

col 8 _i ndex2

col 8_i ndex3 = sehr einfach ist.
lerr_index2 = 1dO
lerr_index3 = 1d0
[...
c Lesen der Vergleichsl 6sung nach u2, Flag setzen Beim Aufruf der Rou-
call Isg fromfile(nanme, n, u2, rpar, ipar, tinelsg_from file wird
+ ist_inplizit) N ZUSAtz

jetzt ein zusétzlicher
Parameter per Referenz
Ubergeben, der spei-
chert, ob implizit ge-
rechnet wird.

¢ Ersetze Losungsvektor u durch u2 - u,
c uist sonmt jetzt Differenz von Losung zu Referenzl sg.
call daxpy(n, -1d0, u2, 1, u, 1)

¢ Ordnungsschatzung far | ndex-1-Vari abl en Die Bestimmung der

S(r)r?er_n z Ogiondl numerischen Konver-
=L ) . genzordnung erfolgt
engr&gem_ errgem+ (u(i) / (1 + dabs(u2(i))))**2 fiir alle Unbekannten

getrennt. Die Variablen

errgem = dsqrt (errgem nind1 und nind2 stehen

errlog = dl oglO(errgem APV
eord = (lerr - errlog) / |0gl0((naccpt / Ischritte)) gabgfl:rgle?nza}g
lerr = errlog ur die Inaex-1- un

Index-2-Variablen.
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c "_index2": Odnungsschatzung fur |ndex-2-Variabl en
errgem.i ndex2 = 0dO
doi = nindl + 1, nindl + nind2
errgem.index2 = errgem.i ndex2
+ (u(i) / (1 + dabs(u2(i))))**2
end do

errgem.index2 = dsqrt(errgem.index2)
errlog_index2 = dl oglO(errgem i ndex2)

eor d_i ndex2 (lerr_index2 - errlog_index2)
| ogl0(naccpt / Ischritte)
errlog_i ndex2

In =1

[ err_index2
c "_index3": Odnungsschatzung fur Index-3-Variabl en
¢ Achtung: Der Vektors u besitzt Groesse n, aber im
c inpliziten Fall werden die z-Variablen ignoriert.
if (ist_inplizit

.eqv. .true.) then

n_schlei fenende = n/ 2
el se

n_schl ei fenende = n
end if

errgem.i ndex3 = 0dO
do i = nindl + nind2 + 1, n_schleifenende
errgem.i ndex3 = errgem.i ndex3
+ (u(i) / (1 + dabs(u2(i))))**2
end do
errgem. i ndex3 = dsqrt(errgem.i ndex3)
errlog_index3 = dl oglO(errgem.i ndex3)
eord_i ndex3 = (lerr_index3 - errlog_index3)
| ogl0(naccpt / Ischritte)
errlog_i ndex3

In =1

[ err_index3

c Jetzt erfol gt die Ausgabe der

c Fehler errlog, errlog_index2, errlog_index3
¢ Ordnungen: eord, eord_index2, eord_index3
[...]
return
end

subroutine Isg_fromfile(name,n,u,rpar,ipar,ist_inplizit)
inmplicit none
character*(*) nane
character*80 fn

real *8 u(*), rpar(*)
integer ipar(*), i, n, strlen
logical ist_inplizit
¢ Hier nuss unterschieden werden: Wrd eine inplizite
c Datei verwendet (fiur interface_inpl.f), so steht in der
c exakten Datei nur die Referenzl 6ésung fiur die
¢ Funktionswerte und nicht fir die Ableitungswerte.
¢ Dh. in diesemFall darf nur die hal be Datei gel esen
c werden (n nuss hal biert werden).

i nteger n_l esen
character*80 erste_zeile

wite (fn,99) "probl enfexakt/",
99 format (al4, a)

nane( 1l: strl en(namne))

Dadie zusétzlich ein-
gefuhrten Scheinvaria-
blen z, in der Routine
problemin der Datei
»interface impl.f“ rein
formal den Index 3
zugeordnet bekommen,
kann die Anzahl der
wahren Index-3-
Variablen nur Gber
Differenzbildung zwi-
schen Gesamtanzahl
der eigentlichen Unbe-
kannten und Summe
der Anzahl der Varia-
blen mit niedrigeren
Index bestimmt wer-
den. n_schleifenende
wird stets auf die An-
zahl der urspriinglichen
Unbekannten gesetzt,
bei impliziter Behand-
lung muss die Dimen-
sion n des modifizier-
ten Systems halbiert
werden.

In der Routine
Isg_from file wird die
Referenzl 6sung aus
einer Datei gelesen.
Steht dabei in der er-
sten Zeile die Markie-
rung
NUR_HALB_LESEN,
so handelt es sich um
ein Problem, welches
durch implizite Rech-
nung geldst werden
soll.
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open (unit=3,file=fn ,status="old")
read (3,*) erste_zeile

if (erste_zeile .eq. "NUR HALB LESEN') then

ist_inmplizit = .true.
n_lesen =n/ 2

el se
ist_inmplizit = .fal se.

n_lesen = n Im Vektor uwerden
end if die Funktionswerte der
Referenzlsung am

read (3,*) (u(i), i =1, n_lesen) Integrationsende ge-
cl ose (3) speichert. Er wird spé-
ter zur Fehlerberech-
(rj eturn nung herangezogen.
en

5.2 Programmtechnische Umsetzung der Umformulierung

Es wurde die im folgenden abgedruckte Datei ,interface impl.f* erstellt, die analog zur Datei , interface dae.f*
in dieimplizit zu rechnenden Problembeschreibungsdatei en eingebunden wird.

Auszug aus , water .f*

i nclude "interface_ inpl.f" Durch Einbindung dieses Moduls wird festgelegt, dass
die Lésung der Differentialgleichung durch Umformu-

lierung stattfinden soll.

Das folgende Listing zeigt den Inhalt der Modul-Datei. Sie enthélt die finf Routinen me_back, fdgl, problem,
anwert und mas, die im globalen Hauptprogramm bei der Anwendung der einzelnen L ésungsalgorithmen aufge-
rufen werden. Diese Prozeduren sind wie die Algorithmen selbst generisch konstruiert, damit sind sie fir ale zu
behandelnden Arten von Differentialgleichungen einsetzbar. Diese Allgemeinheit wird dadurch erreicht, dass die
in der Problembeschreibungsdatei der Differentialgleichung enthaltenen Routinen an den richtigen Programm-
stellen aufgerufen werden.

Der Aufbau des Moduls ,interface impl.f* gehorcht somit den allgemeinen Modulregeln. Bei deren Implemen-
tierung war die Fragestellung zu |6sen, welche Indizes den neu eingefiihrten Scheinvariablen z;, ..., z, zuzuord-
nen ist. Diese entsprechen analytisch der ersten Ableitung der Systemvariablen y;, ..., Y, Sollen aber in der Aus-
wertung des Naherungsergebnisses keine Rolle spielen. (Es sind keine Ableitungswerte der Referenzlsung am
Intervallende bekannt, somit ist keine Fehlerbestimmung mdglich.) Um eine Berechnung der Fehlerwerte der
Scheinvariablen zu verhindern, wurde diesen Variablen rein formal der Index 3 zugeordnet. Es soll hier aus-
dricklich darauf hingewiesen werden, dass dies keine analytische Ungenauigkeit, sondern vielmehr eine pro-
grammtechnische Auslegung der Modulspezifikationen darstellt. Weiterhin soll bemerkt werden, dass der Index
der Variablen nur bei der Schrittweitensteuerung eine entscheidende Rolle spielt, diese wird hier aber nicht un-
tersucht. Die einzige Aufgabe ist hier also die Gruppierung der Variablen nach Indizes (ohne Betrachtung der
Scheinvariablen) zur getrennten Fehler- und Ordnungsberechnung.

Inhalt von , interface impl.f*

subrouti ne ne_back(odet est)
inmplicit none
external odetest, dunmy, fdgl, |oes_radau_dae, nas
real *8 rpar (20)
i nteger ipar(20)

call odetest(fdgl, mas, dummy, dunmy, dumy, dummy,
+ | oes_radau_dae, rpar, ipar)
return
end

me_back stellt die Call-
back-Routine dar, die
vom globalen Haupt-
programm zur Lésung
der Differentialglei-
chung aufgerufen wird.
Sieverwe st auf die
weiter unten definierten
Unterprogramme fdgl
und mas.

10
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broutine fdgl(n, t, u, fw, rpar, ipar)

inmplicit none

i nt eger n, ipar(*), ierr

real *8 t, rpar(*), u(*), fw?*)

Vari abl en zur Bestimmung des Typs der DG (ODE, | DE, DAE)
character*80 tenp_str

i nt eger tenp_int, tenp_int2(n)

real *8 tenp_real (n)

| ogi cal tenmp_| og

character*80 type

i nt eger mM mas, numas

Tenpor are Variabl en zum Aufruf von mas im Fall DAE
i nteger | mas

Fur amwirde eigentlich (mMmas + nmumas + 1, n/2)

aber die ersten beiden Variabl en werden
besti mt .

ausr ei chen,
unten erst

doubl e precision am(n / 2, n/ 2)
doubl e precision x, y(n/ 2), dy(n/ 2)
Variabl en fir Matrix-Vektor-Produkts imFall DAE

doubl e precision MATRI X(n / 2,
i nteger j

n/ 2), VEKTOR(n / 2)

Monent an f ol gende Wert bel egung:

n.. 2* n_intern
u .. Vektor der G 6Re n, bestehend aus
y(1), ..., y(n_intern), z(1),..., z(n_intern)

Di e Funktion feval benttigt die Vektoren:

3. Paraneter: (y(1) , ..., y(n_intern))
4. Parameter: (z(1) , ..., z(n_intern))
= (y'(1), ..., y'(n_.intern))

und gi bt fol genden Vektor als 5. Pararrget er zuruck:
(F(t,yLl(t)),f(t,y2(t)), ..., f(t,y[n_intern](t)))

Anl egen von Vari abl en,
real *8 fw_ i ntern(5000),

die Werte zunachst auf nehnen
ypri nme_i nt er n(5000)

integer i, n_intern
n_intern =n/ 2
doi =1, n_intern
yprinme_intern(i) = u(n_intern + i)
end do
call feval(n_intern, t, u, yprine_intern, fw.intern,

ierr, rpar, ipar)
H er erfolgt

Falle:f(t,y,y" )=0(IDE),

Fal | unt er schei dung nach dem Typ der DG..
y'=f(t,y)(0DE), W' =f(t,y)(DAE)

Zur Typbestimung prob mit Dunmy-Variabl en aufrufen

call prob(tenp_str, tenp_str, type, tenp_int, tenp_int,
tenp_real, tenp_ log, tenp_int, tenp_int,
tenp_l og, mmas, nmunas, tenp_int2)

Code far y'=f(t,y) (CODE)
if (type.eq.' ODE') then

doi =1, n_intern
fw(i) = u(n_intern + i)
fw(n_intern + i) = u(n_intern + i) - fw.intern(i)
end do
end if

fdgl stellt die rechte
Seite der Differential-
gleichung dar: nist
Dimension, t der Zeitpa-
rameter, uist ein n-
dimensionaer Vektor
mit den Variablenwer-
tenund fwist ein n-
dimensionaer Vektor,
der das Ergebnis der
Anwendung der rechten
Seite der DGL aufneh-
men soll.

n_internist die eigentli-
che Dimension des
gegebenen Problems.
Die Vektoren besitzen
hier alle die doppelte
Dimension n, da jeder
Variabley; eine Schein-
variablez; =y’ zuge-
ordnet wird.

fw_internist der interne
Funktionswert des ei-
gentlichen Systems,
yprime_intern ist der
interne Vektor der Ab-
leitungswerte.

Durch feval wird die
rechte Seite des eigent-
lichen DGL-Systems
ausgewertet.

feval und prob sind
Routinen, die die Be-
schreibungsdatei des
DGL-Problems bereit-
stellen muss.

Im Falle, dass eine ge-
wohnliche Differential -
gleichung implizit be-
handelt werden soll, ist

y =z
0 =z-1f(t,y)
zu |6sen.

11
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(@]

(@]

(¢]

Code fur f(t,y,y') =0 (IDE):

Er gebni svektor: (z(1), ..., z(n_intern),
fwintern(l),..., fw.intern(n_intern))
if (type.eq.'IDE) then
doi =1, n_intern
fw(i) = u(n_intern + i)
fw(n_intern + i) = fw.intern(i)
end do
end if
Code fur My'=f(t,y) (DAE):

if (type.eq.' DAE') then
Zuer st Matrix-Vektor-Miltiplikation: Massematrix mnal
y' = u(n_intern + [1..n_intern])
(1) Zuerst Oiginal-Masse-Matrix besorgen.
ierr =0

if (Mmas .eq. n_intern) then
Imas = n_intern
el se
lmas = mMmas + numas + 1
end if

Fir am wirde eigentlich (Il mas, n_intern) ausreichen,
aber hier MISSEN di e AusmaRe von am angegeben wer den,
di e oben bei der Dekl aration verwendet wurden.

call meval (n_intern, n_intern, x, y, dy, am ierr,

+ rpar, ipar)

if (ierr.ne.0) then
wite (*,*) "neval liefert Fehl ercode ungleich 0!"
stop

end if

(2) Matrix auf Null setzen
doi =1, n_intern
doj =1, n_intern
MATRI X(i, j) =0
end do
end do

(3) Aus Bandmatrix volle Mtrix erzeugen.
if (Mmas .eq. n_intern) then
doi =1, n_intern
doj =1, n_intern
MATRI X(i, j) = an(i, j)

end do
end do
el se
doi =1, mMmas + munas + 1

doj =1, n_intern
if ((i +j) .gt. (mumas + 1)) then
if ((i +j) .le. (mumas + 1 + n_intern)) then
MATRI X(i +j - numas - 1, j) = am(i, j)
end if
end if
end do
end do
end if

Im Falle, dass eineim-
plizite DGL zu l6senist,
wird

y =z
0 =f(t,y, 2
geschrieben:

Im Falle, dass eine dif-
ferential-algebraische
Gleichung zu l6sen ist,
wird

y =z

0 =Mz-1(t,y)
betrachtet. Dazu wird
hier zunéchst die
Matrix-V ektor-Multipli-
kation vorgenommen.

12
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¢ (4) VEKTOR = MATRI X * y'
c = MATRIX * u(n_intern + [1..n_intern])
doi =1, n_intern
VEKTOR(i) =0
doj =1, n_intern
VEKTOR(i) = VEKTOR(i)+(MATRI X(i,j)*u(n_intern+j))

end do
end do
c Jetzt:fw(l..n_intern) = u(n_intern + 1 .. n_intern*2)
c fw(n_intern + 1 .. n_intern * 2)
c = VEKTOR(1..n_intern) - fw.intern(l..n_intern)
doi =1, n_intern
fw(i) = u(n_intern + i)
fw(n_intern + i) = VEKTOR(i) - fw._.intern(i)
end do
end if
end

subroutine problen(name, n, t, te, njac, mujac, inmas,

+ m mas, numas, nindl, nind2, ifcn, rpar, ipar)
inmplicit none

character*(*) nane

character*80 fullnm type

integer n, mjac, nujac, inmas, mmas, mumas, ipar(*), i
i nteger nindl, nind2, nx, ifcn

real *8 t, te, rpar(*)

par amet er (nx=5000)

i nteger ind(nx)

| ogi cal nunjac, nummas

i nteger ndisc
real *8 tt(100)
integer n_intern

call prob(fullnm nane, type, n_intern, ndisc, tt,
+ nunj ac, nljac, nujac, nummas, mnmas, nunas,
+ i nd)

tt(1)
tt(ndisc + 2)

te

H er wird n noch nicht verdoppelt,

z- Vari abl en haben zunéchst alle Index 3 (formal).

ni ndl und nind2 greifen nur bei Schrittweitensteuerung
in die Berechnung der Losung ein.

OO0 00

ni nd1
ni nd2

n_intern
0

doi =1, n_intern

if (ind(i).le.1) nindl
if (ind(i).eq.2) nind2
end do

i
i - nindl

¢ Dimension n des Systens verdoppeln
n=n.intern + n_intern

c Jetzt Bandmatrix, nur Diagonal matri x.
m mas 0
munmas 0

Die Routine problem
liefert allgemeine In-
formationen Uber das
Problem. Im wesentli-
chen werden hier die
Parameter, die die von
der DGL bereitgestell-
ten Routine prob zu-
riickgegeben werden,
lbernommen. Anderun-
gen der internen Para-
meter gibt es nur in der
Verdopplung der Di-
mension durch Einfih-
rung neuer Scheinvaria-
blen.

Weiterhin werden
wichtige Konstanten
gesetzt, die unter ande-
rem dafUr sorgen, dass
eine Massematrix ange-
geben wird, dieas
Bandmatrix gespeichert
wird.

mimas und mumas be-
stimmen die Anzahl der
besetzten Nebendiago-
nalen unter und Uber der
Hauptdiagonaen der
Massematrix M, fals
die Matrix a's Bandma-
trix gespeichert wird.
Hier werden beide Pa-
rameter auf Null gesetzt,
dadie neue Matrix nur
Diagonalgestalt besitzt.
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mjac = n mljac und mujac sind
nmujac = n die analogen Parameter
¢ Wr sind hier iminpliziten Fall und bieten eine fur die Jacobi-Matrix.
c Massenmatrix an, sonit wird das Flag i mas geset zt. Hier werden beide Pa-
ims =1 rameter auf n gesetzt,
i fcn=1 somit wird mit einer
return vollbesetzten Matrix
end gerechnet.
subroutine anwert (n, t, u, uprine, rpar, ipar, nindl, Die Routine anwert soll
+ ni nd2) die Anfangswerte der
inmplicit none Variablen am Integrati-
i nteger n, ipar(*) onsanfang bereitstellen.
real *8 u(*), rpar(*), t, uprime(*) Hier erfolgt ein Aufruf
i nteger nindl, nind2 der Hilfsroutine
| ogi cal consis loes radau_dae, um
external |oes_radau_dae, fdgl, mas den Wert vonyy, z,
y'und Z =y’ an einer
c Lokal e Variablen anl egen, die an Funktion init des Nebenstelle (t+10°)
c Testsets weitergegeben werden. des eigentlichen Start-
integer n_intern, i punktes zu bestimmen.
real *8 wu_intern(1000), uprine_intern(1000) Somit ist es méglich,

n_intern =n/ 2
call init(n_inte

Der neue Vektor
ersten n_intern
u_intern(l)..u_i
n_i nt ern Konpone
uprinme_intern(1)
doi =1, n_inte

u(i)

u(n_intern + i
end do

OO0 000

Di e Bel egung von

Her wird die Ab
(Benut zung der |
Achtung: Das Ze
Der fol gende Auf
Fur Problene nmit

OO0O0O0O0O0O0O00O0O0OO0

+
+
return
end

subroutine mas(n
i nteger n, |nas,
doubl e precision
c Ziel ist fol gend
integer i, n_int
n_intern =n/ 2
¢ Erzeugung einer
doi =1, n_inte
anm( 1,
am(l, n_intern
end do
return
end

uprinme besitzt Go6Re 2 * n_intern = n.

wird hier t + 1D 12 gewahl t.
call | oes_radau_

) ) ) ] ein neues DGL- Pro-
rn, t, u_intern, uprinme_intern, consis) |plem mitkleinerem

Integrationsintervall
u besitzt die Goesse 2 * n_intern, die |ayzugeben, fir welches
Konponent en best ehen aus am Intervallanfang auch
ntern(n_intern), die letzten die Ableitungswerte der
nten bestehen aus Scheinvariablen z be-

..uprime_intern(n_intern). kannt sind.
rn

= u_intern(i)
) = uprime_intern(i)

uprime ist (y' (0),y' ' (0)),

leitung trickreich berechnet.

etzten Stufe von radau,

itintervall wird verkdirzt.)

ruf setzt uprinme; und t auf t + 1D 5.
sehr Kkl einem Integrationsintervall

dae(n, fdgl, t, u, t + 1D 5, uprine,
1D 10, 1D-10, O, n, n, nas, 1,
0, 0, nindl, nind2, rpar, ipar)

Die Routine mas gibt

am |mas, rpar, ipar) die Massematrix zurtick.

Rl Da das Problem t

am(| mas, n), rpar(*) fa as qdem_rgr:js_-
e Gestalt: am= (1, 0) ormiert wird, wird die
ern eigentliche Massematrix

des Problems an dieser

: ; Y = P Stelle nicht bendtigt
E)lnagonal matrix, am(1l, i) n(i, i) (diese flief¥ jetzt in die
i) =1 Berechnung der rechten
+i) =0 Seite der DGL €ein), es
erfolgt also kein Aufruf

der Funktion meval.
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5.3 Uberprufung der Funktionsfahigkeit des neuen Moduls

Untersucht wird das Lésungsverhalten des nachfolgenden Differentia gleichungssystems tiber dem Integrations-
intervall [0, 1].

y) =3y, + yzz2
Yo =Y1—Y2—V2
y1(0) =y2(0) = 1,y,'(0) =2, ¥, (0) =1

Durch die Transformation z =y’ erhdlt man folgendes System doppelter Dimension.

a 00 0033/1 x 4 0
¢ 1= ¢ +
(;0 1 0 0= (;y N _C 22 +
0 0 0 07 gzl; ¢ 3y,-y3+z :
€ 0 0 0582,2 & vitya+y2ezas

Durch Einsetzen wird leicht bestétigt, dass die exakte Lésung wie folgt lautet:

yi=e? Py =-2¢€*
y.=€' Py, =—¢"
z=-2¢€% Pz =4¢e”
z,=-¢€' P z)=¢"

Somit hat man als Vergleichdésung am Intervallende folgende Werte vorzugeben: yi(1) = €2, y,(1) = . Die
Ergebnisse der numerischen Behandlung dieser im folgenden a's ,, Problem Kaps* [KPB85] bezeichneten Aufga-
be erfolgt im Abschnitt 6.3. Dort wird gezeigt, dass die Ergebnisse der Berechnungen mit und ohne Einfiihrung
von neuen Variablen bis auf bei kleinen Schrittweiten auftretende Rundungsfehler identisch sind. Somit kann
davon ausgegangen werden, dass die Implementierung der Dimensionsverdopplung im Modul , interface_impl.f*
korrekt ist.

6 DIE AUSWERTUNG

6.1 Bestimmung des Fehlers und der Konvergenzordnung

Fir jede Differentialgleichung ist die exakte Lésung (bzw. eine sehr gute numerische Naherung an diese) am
Intervallende bekannt. Somit kann durch Differenzbildung der Fehler der numerischen Lésung bestimmt werden.
Wieim obigen Auszug aus,, driver.f* zu sehen ist, bestimmt sich der ausgegebene Fehler nach folgender Formel,
wobel u die vom jeweiligen Algorithmus berechnete Losung und y die aus der Datei gelesene Referenzldsung
am Integrationsende bezeichnen soll (im Programm ist y = u2).

E RIS TIE

Diese Formel wurde insofern im Programm so modifiziert, dass die Summation nicht Gber ale Eintrage in den
Vektoren vorgenommen wird, sondern gesplittet nach Index-1-, Index-2- und Index-3-Variablen.

Werden zwei Berechnungen mit dem gleichen Verfahren mit unterschiedlichen Schrittzahlen SZ; und SZ,
durchgefihrt, so bestimmt die Schétzung der numerischen Konvergenzordnung durch folgende Formel.

logyq (Fehler bei SZ,) - logyq (Fehler bei SZ5)
log aAkzeptierte Schritte bei SZ, 0
10§ Akzeptierte Schritte bei SZ, 5

Konvergenzordnung =
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Somit bedeutet eine positive Konvergenzordnung stets eine Erhdhung der Genauigkeit bei SZ, gegentiber SZ;,
und eine negative Konvergenzordnung deutet stets auf eine Verschlechterung bei Ubergang von SZ; zu SZ,. Bel
der Aufsplittung nach einzelnen Indizes sind die Komponenten im Zéhler des Bruches die Einzelfehler der ver-
schiedenen Indizes.

6.2 Erlauterung der Ergebnisdarstellung

Die betrachteten Probleme besitzen Unbekannte bis zum Index 3. Die nachstehende Tabelle zeigt beispielhaft, in
welcher Form die numerischen Fehler- und Ordnungswerte nach Index-1-, Index-2- und Index-3-Variablen ge-
trennt aufgeschliisselt werden. Dabei gilt fir alle Tabellen, dass stets der dekadische Logarithmus des Fehlers
betrachtet wird. Die angegebenen Ordnungszahlen in einer Zeile beziehen sich immer auf die Schrittzahl der
aktuellen und der direkt vorangehenden Zeile.

Schritte L ogarithmischer Fehler Ordnungsschétzung
Index1 | Index2 | Index3 | Index1 | Index2 | Index3
6400 -3.96 -1.31 -1.24 29 29 29
9050 -4.40 -1.75 -1.68 3.0 3.0 29

In jedem Testszenario wurde versucht, die erste Schrittanzahl 100 zu wéhlen. Damit auch fir diese Schrittzahl
eine Ordnungsschétzung moglich war, wurde davor eine Hilfsrechnung mit 93 Schritten durchgefihrt. In vielen
Fallen zeigten sich fir geringe Schrittzahlen noch keine auswertbaren Ergebnisse, somit beginnen viele Tabellen
erst mit einer hoheren Schrittzahl.
Es wurde versucht, die Schrittzahl stets durch Multiplikation mit G2 zu erhéhen. Damit ganze Zahlen entstehen,
wurde auf ein Vielfaches von Zehn gerundet. Somit entstand folgende Folge:

(93,) 100, 140, 200, 280, 400, 560, 800, 1.130, 1.600, 2.260, 3.200, 4.520, ...
Fir die Probleme ,Water* und ,Crank* erfolgte fir ausgewéhlte Intervalle eine Verfeinerung dieser groben
Schrittweitenénderung. In diesen Intervallen wurde als Quotient aufeinanderfolgender Schrittzahlen nicht ver-
sucht, 22 anzunahern, sondern beispielsweise 2“8, Somit bilden die einzelnen Schrittzahlen annshernd eine
geometrische Zahlenfolge.

6.3 Problem ,,Kaps*

Beschreibung des Problems

Die Aufgabenstellung dieses Differentialgleichungssystems ist schon in Abschnitt 5.3 erfolgt. Esist éin ODE mit
zwei Gleichungen, die beide den Index 1 besitzen. Das System besitzt die Gestalt

dy/dt =f(y), y(0) = yo, y'(0) = Yo',
wobe 0£t£1,yl R, f:R?2® RA
Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Dieses Problem wurde sowohl mit dem herkdmmlichen Modul ,,interface dae.f* (Massematrix = Einheitsmatrix)
als auch mit dem Modul , interface impl.f* gerechnet. Zielstellung ist der Vergleich der erreichten Fehler- und
Ordnungswerte fur verschiedene Schrittweiten. Untersucht wurden dabei die vier Methoden VNIL2, VNILS3,
VSUPER2 und VSUPER3. Insgesamt erhdlt man sehr gute Ergebnisse, so werden beispielsweise die theoretisch
erwarteten Ordnungszahlen stabil realisiert.
Bei der impliziten Rechnung werden die Ableitungswerte im Punkt 102 wie folgt berechnet:

v’ (1073 = -2, y,' (107 = -1, z,’ (1072) = 3.99999996, z,’ (107%) = 0.999999989.
Bel der Benutzung von VNIL2 wird im Bereich von 100 — 102.400 Schritten die theoretisch erwartete Konver-
genzordnung von 2,0 erreicht. Die erste Abweichung der IMPL-Fehlerwerte von den DAE-Fehlerwerten tritt bei
102.400 Schritten auf, dort wird dann aber schon eine Genauigkeit von 10 erreicht.
Bel der Verwendung von VNIL3 wird im Bereich von 280 — 1.600 Schritten die theoretisch erwartete Konver-
genzordnung von 3,0 stabil realisiert, fir kleinere Schrittweiten erhoht sich sogar die numerische Konver-
genzordnung. Insgesamt ist das , stabile” Intervall fir die Schrittanzahl hier kirzer als bei VNIL2; dies liegt
sicher daran, dass die Genauigkeit von 10™° schon fiir 1.600 Schritte erreicht wird. Die erste Abweichung der
IMPL-Fehlerwerte von den DAE-Fehlerwerten tritt bei 6.400 Schritten auf.
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Die Methode VSUPER2 erreicht im Bereich von 140 — 9.050 Schritten die theoretisch erwartete Konver-
genzordnung von 3,0. Bei 9.050 Schritten ist schon eine Genauigkeit von 10 erreicht. Die erste Abweichung
der IMPL-Fehlerwerte von den DAE-Fehlerwerten tritt bei 12.800 Schritten auf.

Lost man das Differentialgleichungssystem mit VSUPERS3, so wird im Bereich von 70 — 200 Schritten eine nu-
merische Konvergenzordnung von 3,8 — 3,9 erreicht. Die erste Abweichung der IMPL-Fehlerwerte von den
DAE-Fehlerwerten tritt bei 6.400 Schritten auf, dort ist aber schon eine Genauigkeit von 102 erreicht.

Die beste Anndherung an die exakte Referenzldsung erhélt man fir folgende Parameter:

Fehler 10™3*® bei Benutzung von VNIL3, Beibehaltung der Dimension und Durchfiihrung von 18.100 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.

6.4 Problem ,, TBA*

Beschreibung des Problems

Die Originalbezeichnung dieses Problems in [CWI99] ist ,, Two bit adding unit*. Esist ein steifes DAE-System
vom Index 1 mit 175 differentiellen und 175 agebraischen Gleichungen. Das Differentialgleichungssystem
besitzt die Gestalt

dy/dt = f(t, x)
0 =y-di¥

wobel 0£t£320,y, x1 R™ f:R®'® R®™, g R ® R* y(0) = yo, x(0) = xo. Alle Variablen besitzen den
Index 1. Die erste Ableitung der Funktion f hat Unstetigkeitsstellen fir t = 0, 5, 10, ..., 320. Die Funktion f ent-
halt mehrere Quadratwurzeln, somit kann sie flr einige Parametersdtze nicht ausgewertet werden.

Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Dieses Problem wurde mit dem Standardalgorithmus (interface dae.f) gerechnet as DAE, somit wurde keine
Umformulierung durchgefuhrt. Grofdtes Problem bei der Berechnung stellte die hohe Dimension 350 dar, somit
dauerten die Berechnungen extrem lange. Aus diesem Grund wurden nur maximal 72.400 Schritte durchgefihrt.
Untersucht wurden dabei die vier Methoden VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und VSUPER3. Insgesamt ergeben sich
sehr schlechte Ordnungswerte in alen Verfahren.

VNIL2 liefert sehr stark schwankende K onvergenzordnungen, die sogar negativ werden.

VNIL3 zeigt sehr dhnliches Verhdten, nur die Fehlerweite liegen meist etwas unter den Fehlerwerten von
VNIL2.

VSUPER2 und VSUPERS liefern deutlich stabilere Ordnungswerte, die allerdings weit unter den theoretisch
ermittelten liegen. Weiterhin treten bei Verwendung dieser Verfahren deutlich grof3ere Fehler auf, die Ergebnisse
sind also ungenauer.

6.5 Problem , Andrews*

Beschreibung des Problems
Die Originalbezeichnung dieses Problems in [CWI99] ist ,Andrews sgueezing mechanism”. Es ist eine nicht-

steife DAE zweiter Ordnung mit Index 3, bestehend aus 21 differentiellen und 6 algebraischen Gleichungen. Das
Differentialgleichungssystem besitzt die Gestalt

K dy/dt = f(y), y(0) = Yo, y(0) = Yo',

wobel 0£t£0.03, yT R?, konstante Matrix K 1 R f: R¥ ® R?. Die ersten sieben Unbekannten im Vek-
tor y besitzen Index 1, weitere sieben Index 2 und die restlichen 13 sind Index-3-Variablen.
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Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Dieses Problem wurde mit dem Standardalgorithmus (interface dae.f) gerechnet as DAE, somit wurde keine
Umformulierung durchgefiihrt. Untersucht wurden dabei die vier Methoden VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und
VSUPERS. Insgesamt erhdlt man sehr gute Ergebnisse, so beispielsweise stabile Ordnungszahlen in Variablen
aler Indizes. Die beste Anngherung an die exakte Referenzldsung erhdlt man fir folgende Parameter:

Index-1: Fehler 10°% bei Benutzung von VSUPER2 und Durchfiihrung von 144.810 Schritten
Index-2: Fehler 10" bei Benutzung von VSUPER2 und Durchfiihrung von 144.810 Schritten
Index-3: Fehler 10*3 bei Benutzung von VNIL3 und Durchfiihrung von 204.800 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.
Auswertung der Berechnung mit VNIL2

Selbst fur eine geringe Anzahl von Schritten wird eine annehmbare Genauigkeit erreicht. Bestimmt wird eine
stabile Konvergenzordnung von 2,1 - 2,6 im Bereich 200 — 72.400 Schritte fir Index-1- und Index-2-
Komponenten. Zunéchst erhdlt man eine stabile Ordnung fir Index-3-Variablen, fir eine gréfl3ere Schrittanzahl
ergibt sich jedoch eine kontinuierliche Abnahme der Konvergenzordnung.

Auswertung der Berechnung mit VNIL3

Hier ist eine deutliche Ahnlichkeit zu VNIL2 erkennbar. Von 800 — 4.520 Schritten wurde fiir alle Variablen die
(theoretisch ermittelte) Konvergenzordnung von 3,0 erreicht. Bel hoherer Schrittanzahl bleibt diese hohe Kon-
vergenzordnung in den ersten beiden Variablen noch bestehen, bricht jedoch in den Index-3-Variablen rapide
zusammen, ab 25.600 Schritten erfolgt keine Verkleinerung des Fehlers in den Index-3-Variablen mehr.

Auswertung der Berechnung mit VSUPER2

Ahnliche Resultate wie VNIL2, aber der Bereich, in dem eine hohe Konvergenzordnung erreicht wird, ist deut-
lich kirzer fUr die Index-3-Variablen: ab einer Schrittanzahl von 1.130 nimmt die Ordnung fast linear ab, bis sie
bei einer Durchfiihrung von 204.800 Schritten schliefdlich den Wert 0,1 erhélt.

Auswertung der Berechnung mit VSUPERS3

Erst bei einer Schrittzahl von 1.130 tritt hier Konvergenz auf. Im Bereich bis 12.800 Schritte erhdt man sehr
stabile Ordnungswerte, die fir die Index-3-Komponente jedoch etwas unter der 3,0-Marke liegen. Im Gegensatz
zu den Ergebnissen, die mit VSUPER2 erreicht wurden, nimmt die Konvergenzordnung fir die Index-3-
Komponente ab 18.100 Schritten rasant ab.

6.6 Problem , Caraxis"

Beschreibung des Problems

Die Originalbezeichnung dieses Problems in [CWI99] ist , The car axis problem®. Es ist eine steife DAE mit
Index 3, bestehend aus 8 differentiellen und 2 algebraischen Gleichungen. Das Differentialgleichungssystem
besitzt die Gestalt

P =q
Kg =f(t,p,1), pgql RE1 1 REOEtE3
0 =f(tp)

wobei p(0) = po, 4(0) = p'(0) = go, | (0) =1, 1 ‘(0) =1 ¢, konstante Matrix K T R*™ f: R°® R', f: R°® R Die
Indizes der Variablen p, qund| sind 1, 2 und 3.

Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Dieses Problem wurde mit dem Standardalgorithmus (interface dae.f) gerechnet as DAE, somit wurde keine
Umformulierung durchgefiihrt. Untersucht wurden dabei die vier Methoden VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und
VSUPERS. Insgesamt ist eine relativ hohe Schrittzahl (ab ca. 12.800) nétig, um stabile Ordnungszahlen zu er-
halten. Auler bei der Benutzung von VNIL2 werden bei alen Berechnungen nicht die gewlinschten Ordnungs-
zahlen in der dritten Komponente erreicht.
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Die beste Anndherung an die exakte Referenzldsung erhdt man fir folgende Parameter:

Index-1: Fehler 10%* bei Benutzung von VNIL3 und Durchfiihrung von 289.630 Schritten
Index-2: Fehler 10%* bei Benutzung von VNIL3 und Durchfiihrung von 204.800 Schritten
Index-3: Fehler 10%*° bei Benutzung von VNIL2 und Durchfiihrung von 204.800 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.
Auswertung der Berechnung mit VNIL2

Man erhélt stabile Ordnungswerte von 1,9 - 2,0 ab einer Schrittanzahl von 4.520 in allen drel Komponenten. Die
Ordnung bricht fur die Index-3-Variablen erst ab einer Durchfiihrung von 102.400 oder mehr Schritten zusam-
men.

Auswertung der Berechnung mit VNIL3

Hier ist nur eine geringe Ahnlichkeit zu VNIL2 erkennbar. Der Schrittbereich, in dem die gewiinschten Ord-
nungszahlen erreicht werden, wird erst spéter erreicht (ab 12.800 Schritten), dann befinden sich alerdings die
Ordnungszahlen fir die Index-3-Komponente schon in der Néhe von 0. Insgesamt ist der Fehler der Naherungs-
[6sung zur Referenzlésung um jewells ca. drei Zehnerpotenzen kleiner als bei Verwendung des Verfahrens
VNIL2.

Bemerkung: Rechnet man dieses Problem implizit (durch Verwendung von ,interface impl.f“ mit Bestimmung
des Ableitungswertes an Stelle t, + 10°), so ergeben sich bel Benutzung von VNIL3 im Bereich von 800 —
12.800 Schritten in allen Komponenten viel stabilere Ordnungswerte. Die Genauigkeit liegt etwas Uber den hier
betrachteten Werten.

Auswertung der Berechnung mit VSUPER2

Hierbei ist eine groRe Ahnlichkeit zu den Ergebnissen von VNIL2 erkennbar. Im Bereich von 2.260 - 72.400
Schritten treten stabile Ordnungswerte in den Index-2- und Index-3-Variablen auf. Dagegen erreicht man in der
dritten Komponente nur eine stabile Ordnungszahl von 1,0 - 1,3. Die Berechnungsgenavigkeit ist generell hoher
asbei VNIL2.

Auswertung der Berechnung mit VSUPERS3

Lediglich in der ersten Komponente werden in dem kleinen Intervall von 6.400 — 51.200 Schritten die ge-
winschten Ordnungszahlen redisiert. Fir die Index-2- und Index-3-Variablen ist die Existenz solcher Intervalle

bei dem groben Schritt-Raster nicht erkennbar. Die erreichten Fehlerzahlen liegen Uber denen, die mit VSU-
PER2 berechnet wurden.

6.7 Problem ,, Whed“

Beschreibung des Problems

Die Originalbezeichnung dieses Problems in [CWI99] ist ,Wheelset. Es ist eine IDE der Dimension 17 mit
Index 2. Das Differentialgleichungssystem besitzt die Gestalt

b = v

a¥0_2(u)- (Tor(p.a)/Tp)" Cl ©

M L T= :

(p)gbfa § d(u) P
0 = (Y91(p.a)/Mp)V

0 = g2(pa)
wobei u=(p,v,b, g 1)1 RY,pvi R bl Rql R,1 1T R, Cl R C=const, M\: RR®R®" R% f: R"®

RdRY® R g RR® R g R°® R* u(0) = up, u‘(0) = uy'. Das Integrationsintervall ist t 1 [0, 10]. Die
Indizesder Variablenp, v, b,qund | sind1, 1,1, 1und 2.
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Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Dieses Problem wurde mit dem modifizierten Algorithmus (interface impl.f) gerechnet, somit wurde durch
Einfihrung neuer Variablen eine Umformulierung durchgeftihrt. Untersucht wurden dabei die vier Methoden
VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und VSUPERS. Insgesamt ist der Fehler bei den Index-2-Variablen immer kleiner
als der Fehler in den Index-1-Variablen, dieses Verhalten wurde bei den Beispielen vorher nicht betrachtet. Das
stabilste Ergebnis wurde bei Benutzung der Methode VNIL2 erreicht, in den anderen Methoden sind die
Schrittzahlen-Intervalle, in denen die Ordnungszahlen relativ konstant sind, extrem kleiner. Die beste Annéhe-
rung an die exakte Referenzldsung erhét man fir folgende Parameter:

Index-1: Fehler 107 bei Benutzung von VNIL3 und Durchfiihrung von 289.630 Schritten
Index-2: Fehler 10°* bei Benutzung von VNIL3 und Durchfiihrung von 579.260 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.
Auswertung der Berechnung mit VNIL2

Ab einer Schrittzahl von 72.400 tritt in beiden Komponenten der konstante Ordnungswert 2,0 auf; erst ab einer
Durchfiihrung von 819.200 Schritten fallt dieser (theoretisch erwartete) Wert langsam. Im Gegensatz zu den
meisten anderen Beispielen fallt die Ordnung fur die Index-2-Komponente langsamer as fir die Index-1-
Komponente.

Auswertung der Berechnung mit VNIL3

Hier ist keine Ahnlichkeit zu VNIL2 erkennbar, die Ordnungszahlen schwanken in beiden Komponenten sehr
stark. Die theoretische Ordnung von 3,0 wird nur im kleinen Bereich von 12.500 — 18.100 Schritten ndherungs-
weise erreicht.

Auswertung der Berechnung mit VSUPER2

Hier ist eine gewisse Ahnlichkeit zu VNIL2 vorhanden. Der Bereich, in dem die Ordnungswerte ungefahr kon-
stant sind (18.100 — 144.810), ist deutlich kleiner als der Bereich bei Anwendung von VNIL2. Trotzdem werden
in diesem Bereich Werte von 2,7 — 3,1 fur die Konvergenzordnung erreicht. Der Fehler ist bei Benutzung von
VSUPER?2 in der Index-1-Komponente etwa um eine, in der Index-2-Komponente etwa um zwei Zehnerpoten-
zen kleiner.

Auswertung der Berechnung mit VSUPERS3

Hierbei treten sehr schwankende Ordnungswerte auf. Der anndhernd konstanter Bereich liegt zwischen 25.600

und 36.200 Schritten, dort werden numerische Konvergenzordnungen von 4,4-4,7 in alen Variablen erreicht.
Die Fehlerwerte liegen nur leicht unter den Fehlerwerten von VSUPER2.

6.8 Problem ,, Chemakzo*

Beschreibung des Problems

Die Originalbezeichnung dieses Problems in [CWI99] ist ,Chemical Akzo Nobel problem®. Es ist eine steifes
System von 6 nichtlinearen DAEs mit Index 1. Das Differentialgleichungssystem besitzt die Gestalt

M dy/dt =1(y), y(0) = Yo, y(0) = Yo',

wobei 0 £t £180,y T R® konstante Matrix M T R®® mit Rang(M) = 5, f: R° ® R°. Alle Komponenten von'y
besitzen Index 1.

Durchgefiihrte Rechnungen, L sungsver halten der Verfahren fir dieses Problem
Dieses Problem wurde mit dem Standardalgorithmus (interface dae.f) gerechnet as DAE, somit wurde keine
Umformulierung durchgefiihrt. Untersucht wurden dabei die vier Methoden VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und

VSUPERS. Insgesamt erhdlt man sehr gutes Losungsverhalten bei allen Methoden, die theoretisch ermittelten
Ordnungswerte lassen sich gut numerisch nachweisen.
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Die beste Anndherung an die exakte Referenzldsung erhdt man fir folgende Parameter:

Index-1: Fehler 10™** bei Benutzung von VNIL3 und Durchfiihrung von 819.200 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.
Auswertung der Berechnung mit VNIL2

Man erhdlt eine stabile Konvergenzordnung von 2,0 im Bereich von 72.400 — 579.260 Schritten, danach fallt die
Ordnung langsam ab.

Auswertung der Berechnung mit VNIL3

Hier ergibt sich eine stabile Konvergenzordnung von 2,9 — 3,4 im Bereich von 25.600 — 409.600 Schritten. Bei
Durchfiihrung von mehr Schritten sind deutlich stérkere Schwankungen als bei VNIL2 aufgetreten.

Auswertung der Berechnung mit VSUPER2

Es tritt eine stabile Konvergenzordnung von 3,0 — 3,1 im Bereich von 6.400 — 204.800 Schritten auf. Der opti-
male Bereich beginnt also deutlich friiher als bei den beiden vorhergehenden Verfahren. Der Fehler ist alerdings
etwas kleiner als bei VNIL3.

Auswertung der Berechnung mit VSUPERS

Hierbei erhdlt man ein deutlich kiirzeres optimales Schrittanzahl-Intervall, in dem die Ordnungswerte anndhernd

konstant sind. Im Bereich von 72.400 — 289.630 Schritten ergibt sich eine Konvergenzordnung von 2,9 — 3,0.
Der Fehler zur Referenzldsung ist hoch kleiner als bei VSUPER2.

6.9 Problem ,, Transamp*

Beschreibung des Problems

Die Origina bezeichnung dieses Problems in [CWI99] ist ,, Transistor amplifier. Esist eine steifes System von 8
DAEs mit Index 1. Das Differentialgleichungssystem besitzt die Gestalt

M dy/dt =1(y), y(0) = Yo, y(0) = yo',

wobel 0£t£0.2 y1 R konstante Matrix M T R®® mit Rang(M) = 5, f: R* ® R®. Alle Komponenten von y
besitzen Index 1.

Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Dieses Problem wurde mit dem Standardalgorithmus (interface dae.f) gerechnet as DAE, somit wurde keine
Umformulierung durchgefiihrt. Untersucht wurden dabei die vier Methoden VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und
VSUPERS. Insgesamt erhdlt man sehr gutes Losungsverhalten bei allen Methoden, die theoretisch ermittelten
Ordnungswerte lassen sich gut numerisch nachweisen. Die beste Anngherung an die exakte ReferenzlGsung
erhdt man fur folgende Parameter:

Index-1: Fehler 10™* bei Benutzung von VSUPERS3 und Durchfiihrung von 409.600 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.
Auswertung der Berechnung mit VNIL2

Man erhdt eine extrem stabile Konvergenzordnung von 2,0 fir 1.130 — 2.317.040 Schritte, hier konnte die

Schrittweite aso in hohem Malie verringert werden, ohne dass der Rechenfehlereinfluss die Naherungs dsung
allzu sehr verfé schte.
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Auswertung der Berechnung mit VNIL3

Im Gegensatz zu den Berechnungen mit der Methode VNIL2 ist hier das Intervall fr die Schrittanzahl, in dem
sich stabile Ordnungen ergeben, vidl kleiner. Fir 4.520 — 102.400 Schritte ergeben sich Ordnungswerte von 2,9
-30.

Auswertung der Berechnung mit VSUPER2

Eine (fast) linear ansteigende Ordnung von 2,3 bis 3,0 ergibt sich fir die Schrittzahlen 1.130 - 144.810, danach
treten grof3e Schwankungen auf.

Auswertung der Berechnung mit VSUPERS3

Hier ergibt sich nur ein sehr kleines Schrittanzahl-Intervall, in dem die theoretisch erwarteten Ordnungszahlen
stabil realisiert wurden: von 4.520 — 25.600 wurden Konvergenzordnungen im Bereich von 3,7 — 4,0 erreicht.

6.10 Problem , Water”

Beschreibung des Problems

Die Originabezeichnung dieses Problemsin [CWI99] ist ,, Water tube system". Esist ein Index-2-System von 49
nichtlinearen DAEs. Das Differentia gleichungssystem besitzt die Gestalt

M dy/dt =1(y), y(0) = Yo, y(0) = yo',

wobei 0 £t £ 17 x3600, y I R*, konstante Matrix M 1 R*° f: R*® ® R*. Die ersten 38 Komponenten von y
besitzen Index 1, die letzten 11 sind Index-2-Variablen.

Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Diese Aufgabe wurde sowohl explizit(DAE, interface dae.f) als auch implizit (interface impl.f) gerechnet. Da
die Ergebnisse der Berechnungen nach der Umformung deutlich besser sind, werden die impliziten Ergebnisse
hier in den Vordergrund gestellt. Die Ergebnisse der expliziten Rechnung sind zum Vergleich angefugt. Im Mo-
dul ,,interface_impl.f* wurde die erste Ableitung an der Stelle t, + 10™ numerisch bestimmt.

Im Gegensatz zu den vorhergehenden Problemen entsteht hier ein extrem instabiles Lésungsverhalten, d.h. nur
mittlere Anderungen an den Schrittanzahlen fiihren zu extremen Anderungen des Fehlers, somit treten viele
Vorzeichenwechsel bei den Ordnungszahlen auf. Um trotzdem Qualitdtsaussagen Uber die verwendeten Algo-
rithmen treffen zu kénnen, wurde nach der Berechnung mit einer grof3en Schrittanzahlverdnderung fir jede Me-
thode ein Intervall herausgesucht, in dem eine stabile Ordnungszahl vermutet wurde. In diesem Teilintervall
wurde eine feinere Unterteilung vorgenommen und die jeweiligen Fehlerwerte ausgerechnet. Aus der Durchfiih-
rung kleinerer Schritte folgt eine bessere Abschétzung der Ordnungswerte.

Untersucht wurden dabel die vier Methoden VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und VSUPER3. Die beste Anngherung
an die exakte Referenzlsung erhalt man fir folgende Parameter:

Index-1: Fehler 10%% bei Benutzung von VSUPER3 und Durchfiihrung von 204.800 Schritten
Index-2: Fehler 10™* bei Benutzung von VSUPER3 und Durchfiihrung von 409.600 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.
Auswertung der Berechnung mit VNIL2

Zunéchst wurden Berechnungen fur 100 — 819.200 Schritte durchgefiihrt, dabei wurde als multiplikative
Schrittweite etwa 2" gewahlt. Fiir groRere Schrittzahlen verringern sich zwar die Fehlerwerte, jedoch ist keine
Monotonie erkennbar, so dass die Ordnungszahlen starken Schwankungen unterliegen. Durch Verfeinerung des
Intervalls [280, 560] mit Hilfe von 7 Zwischenpunkten und einer multiplikativen Schrittweite von etwa 2“8 wird
in der Index-2-Komponente hervorragende Ordnungszahlen von 1,9 — 2,1 erreicht. Die Ordnungszahlen der
Index-1-Variablen zeigen dagegen keine Stabilitét. Der Fehler in Index-2-Variablen ist bei diesem Problem stets
kleiner alsin den Index-1-Komponenten.
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Auswertung der Berechnung mit VNIL3

Die anfénglichen Rechnungen von 3.200 - 819.200 Schritten zeigen ein dhnliches stark schwankendes Bild wie
die Ergebnisse von VNIL2. Auch eine Verfeinerung des Intervals [3.200, 6.400] bringt hier nicht den ge-
wunschten Erfolg: auch bel kleinerer Schrittanzahldnderung entsehen keine stabileren Ordnungszahlen. Trotz-
dem gilt auch hier, dass der Fehler in den Index-2-Komponenten kleiner ist as in den Index-1-Variablen. Der
Genavuigkeitsunterschied zwischen VNIL2 und VNIL3 ist nur gering.

Auswertung der Berechnung mit VSUPER2

Hier lassen sich dhnliche Aussagen treffen wie fur die Ergebnisse bei Benutzung von VNIL3. Wahrend man in
die Ordnungszahlen fir Index-2-Variablen bei VNIL3 noch eine gewisse Monotonie erkennen kann, ist dies hier
nicht mehr der Fall. Auch die Verfeinerung des Intervalls [25.600, 36.200] bringt keine Stabilitét der Ordnungs-
zahlen zutage.

Auswertung der Berechnung mit VSUPERS

Auch hier zeigt sich ein dnliches Bild. Der Gesamtfehler wird zwar mit Erhéhung der Schrittzahl global gese-
hen Kkleiner, es gibt jedoch kein gleichméiges monotones Verhalten, welches eine relative Konstanz der Ord-
nungswerte nach sich ziehen wirde. Die Betrachtung der Verfeinerung des Intervalls [1.130, 2.260] zeigt, dass
selbst die Durchfihrung von kleinen Schrittanzahlerhdhungen keine Stabilitdt der Ordnungswerte nach sich
Zieht. Auch hier gilt, dass der Fehler in den Index-2-Variablen geringer ist as in den Index-1-Komponenten.

6.11 Problem , Crank*

Beschreibung des Problems

Die Originalbezeichnung dieses Problems in [CWI99] ist , Slider Crank”. Es ist ein DAE-System mit Index 2.
Das Differentialgleichungssystem besitzt die Gestalt

M(p,q)éz.’%:f(p, 5.0.8)- G(p.o)"!
d a0
0 —a(g(p,q)+r(t))—G(p,q)ng+r(t)

wobei 0£t£0.1,pT R gl RAITRRMR® R R, ER*® R,gR' ® R rrR® R G=191(p.0).
M(p, q) ist symmetrisch positiv definit mit Rang(M) = 3. Alle Komponenten von y besitzen Index 1. Die Varia-
blen p und q besitzen den Index 1 und | ist eine Index-2-Variable.

Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Das Problem ,Crank® kann natlrlich nicht mit dem Standard-Algorithmus fir DAE-Gleichungen behandelt
werden, da die Matrix M nicht konstant ist. Testrechnungen mit einer konstanten Wahl von M(p, q) = M(po, Qo)
haben in der Tat sehr schlechte Fehler- und Ordnungsdaten bzw. keine Konvergenzergebnisse ergeben. Rechnet
man ,,Crank* dagegen als implizites System, so ergeben sich vor allem fir VSUPER2 und VSUPERS3 hervorra-
gende Konvergenzraten — nicht nur in Teilintervallen. Diese Ergebnisse wurden fir einen Initia punkt erreicht,
der sehr nah am eigentlichen Startpunkt liegt (to + 10™%). Fiir to + 10° sind die Ergebnisse nicht so deutlich. Dies
liegt wohl vor allem am sehr kleinen Gesamtintegrationsintervall [0, 0.1].

Untersucht wurden dabel die vier Methoden VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und VSUPER3. Die beste Anngherung
an die exakte Referenzlsung erhalt man fir folgende Parameter:

Index-1: Fehler 10> bei Benutzung von VNIL2 und Durchfiihrung von 102.400 Schritten
Index-2: Fehler 10%% bei Benutzung von VSUPER2 und Durchfiihrung von 144.810 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.
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Auswertung der Berechnung mit VNIL2

Bei der Durchfiihrung der Berechnung im Gesamtintervall [1.130, 289.630] ergeben sich sehr stark schwankende
Ordnungswerte, die sogar negativ werden. Bel der Betrachtung der Verfeinerung des Intervals [51.200,
102.400] l&sst sich dagegen eine Monotonie der Ordnungswerte erkennen. Fir die Index-1-Variablen liegen sie
Uber 2,0 und fur die Index-2-K omponente darunter.

Auswertung der Berechnung mit VNIL3

Hier sind im Gegensatz zu der Berechnung mit VNIL2 die Ordnungswerte der Index-2-Variablen im betrachte-
ten Bereich viel stabiler. Die Ordnungszahlen, die bei der Verfeinerung des Intervalls [12.800, 25.600] ermittelt
wurden, sind zwar insgesamt zu hoch fir dieses Verfahren, lassen aber eine gewisse Stabilitét erkennen.

Auswertung der Berechnung mit VSUPER2

Die Ordnungszahlen fur die Index-2-Variablen liegen im Bereich von 9.050 — 144.810 stabil tber 2,0 liegen. Vor
allem bel der Verfeinerung des Intervalls [12.800, 25.600] ist die Stabilitdt der Ordnungswerte aler Variablen
deutlich zu erkennen. Es soll weiterhin bemerkt werden, dass die Maximalanzahl der Schritte, bis keine Verbes-
serung der Genauigkeit mehr eintritt, bei den Index-1-Variablen bei ca. 72.400 liegt; bei der Index-2-
Komponente ist diese mit etwa 204.800 deutlich grofer.

Auswertung der Berechnung mit VSUPERS3

Hier zeigt sich vor alem bei der Betrachtung der Index-2-Variablen eine stabile Ordnung im Bereich von 2,5.
Betrachtet man die Verfeinerung des Intervalls [12.800, 25.600], so besitzen die Index-1-Komponenten eine
stabile numerische K onvergenzordnung, die deutlich Uber 3,0 liegt.

6.12 Problem ,NAND*

Beschreibung des Problems

Die Originalbezeichnung dieses Problems in [CWI99] ist ,NAND gate". Es ist ein steifes IDE-System vom
Index 1 mit 14 Gleichungen. Das Differentialgleichungssystem besitzt die Gestalt

C(y(1)) dy/dt = f(t, y(1)), y(0) = Yo, y'(0) = Yo',
wobei 0£t£80,y1 R™. AlleVariablen besitzen den Index 1.
Durchgefuhrte Rechnungen, L dsungsver halten der Verfahren fir dieses Problem

Dieses Problem wurde mit dem Modul , interface impl.f* und somit mit Einfuhrung neuer Variablen behandelt.
Leider ergibt sich bei der Benutzung der Verfahren VNIL2, VNIL3, VSUPER2 und VSUPERS stets nur eine
stabile Konvergenzordnung von 1,0. Da vermutet wurde, dass diese schlechten Ordnungswerte aus der ungenau-
en Bestimmung der Ableitungswerte aller Unbekannten am modifizierten Intervallanfang to + d (d ist geeigneter
Parameter) folgen, wurden fir den Parameter d verschiedene Zehnerpotenzen gewahlt. Numerische Testrech-
nungen ergaben jedoch, dass bei Variation von d im Bereich von 10° bis 10°* die erreichte numerische Konver-
genzordnung fir die Schritte 12.800, 18.100 und 25.600 stets 1,0 ist. Man erhdt aso auch bei Variation von d
keine nennenswerte Verbesserung der Rechengenauigkeit.

Firr die nachfolgenden ausfiihrlichen Rechnungen wurde d = 10™ gewahlt.

Bei der Benutzung von VNIL2 ergibt sich im Bereich von 1.130 — 51.200 eine stabile numerische Konver-
genzordnung von 1,0, danach liegt sie stabil bei 0,9 —0,8.

Bei Verwendung von VNIL 3 erhdlt man bei der Durchfiihrung von 2.260 — 36.200 Schritten die stabile Ordnung
1,0. Fur grofere Schrittweiten liegt sieim Bereich von 0,8 — 1,0.

LAst man dieses Problem mit VSUPER?2, so erhélt man fir 1.130 — 36.200 Schritte eine Konvergenzordnung von
1,0-1,1, bel VSUPERS3 ist dieser Bereich von 3.200 — 36.200 deutlich kleiner.

Die beste Anndherung an die exakte Referenzldsung erhélt man fir folgende Parameter:

Fehler 10*™ bei Benutzung von VNIL3 und Durchfithrung von 3.276.800 Schritten

Im Anhang befinden sich Tabellen, Fehler- und Ordnungsdiagramme der Ergebnisse der vier Verfahren.
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Problem , Kaps*, Methode VNIL 2
(d = 10 bei impliziter Rechnung)

: Fehler Ordnung
Sehritte [ e T IMPL | DAE | IMPL
93| -460| -460] - —
100| -466| -466] 20| 20
140| -495| -495] 20| 20
200 525| 525 20| 20
280| 554] 554 20| 20
200| -585| -585| 20| 20
560| -6.14| -6.14| 20| 20
800| -645| -645| 20| 20
1130 -6.75| -6.75] 20| 20
1600| -7.05| -7.05] 20| 20
2260| -7.35| -7.35] 20| 20
3200| -7.65| -765] 20| 20
2520 -7.95| 795 20| 20
6400| -826| -826] 20| 20
9050| -856| -856| 20| 20
12800 -8.86| -886] 20| 20
18100 -9.16] -9.16] 20| 20
25600 -9.46| -946] 20| 20
36200| -9.76] -9.76] 20| 20
51200| -10.06| -10.06] 20| 20
72400| -10.36| -10.36] 20| 20
102400 -10.65| -10.66] 20| 20
144810 -10.93| -1094] 19| 1.9
204800| -11.33| -11.36] 26| 28
289630| -11.35| -11.35] 0.2 0

Problem , Kaps*, Methode VNIL3
(d = 10 bei impliziter Rechnung)

: Fehler Ordnung
Sehritte 0 e T IMPL | DAE | IMPL
93| 645| -645] - —
100| -655| 655 29| 29
140| -697| 697 29| 29
200 -743| 743 29| 29
280| -7.86] -786| 30| 30
200| 832| -832| 30| 30
560| -8.76] -876| 30| 30
800| -922| -922[ 30| 30
1130 -9.67| -967] 30| 30
1600| -10.13| -10.13] 30| 30
2260| -1058| -1058] 31| 30
3200| -11.05| -11.05] 31| 31
4520 -1154| -1154] 32| 32
6400| -12.04| -1208] 34| 36
9050| -12.62| -1262| 38| 36
12800| -12.84| -1320] 14| 38
18100| -13.43| -12.84] 39| -24
25600| -13.09| -1257| -23| -18
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L

100
200 4

400 4

200
1600
3200
F4010 |

Fehlerdiagramm

12500 4

25600 4

51200 4

102400 4

204500 4

-G
7
- 1
-9 4
-0 1
=11 1
42
R
-14

/

100
200 4

400 |

a00
1600
3200 |
5400

Ordnungsdiagramm
4

12500 4

25600 4

51200 4

102400 4
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Kaps*, Methode VSUPER2
(d = 10 bei impliziter Rechnung)

Fehler Ordnung Fehlerdiagramm
DAE | IMPL | DAE | IMPL -4

Schritte

3] 591 -591] - _ -3

100[ -6.00] -600| 29| 29 5

140 -643| 643 30| 30 7

-5
2001 -6.89| -6.89 3.0 3.0

-9

i

280 -7.33] -7.33] 30 3.0 10
a0 -7.79] -779] 30 3.0 49
560/ -823] -823] 30 3.0 47
8oo| -869| -869| 3.0 3.0 A3 -
1130 -9.14| -9.14| 30 3.0 B —
1600 -959| -959| 30 3.0 558282888288 8288
2260| -10.04| -10.04] 3.0 3.0 - 4 & dn o= 8 F
3200 -10.49| -10.49] 3.0 3.0 Ordnungsdiagramm -
4520| -1094| -1094] 3.0 3.0 "
6400| -11.39| -11.40] 3.0 3.0
9050| -11.85| -11.85] 30| 30 35
12800[ -12.36| -12.32| 34 3.1 3 4
18100[ -12.47| -12.76] 0.7 2.9 25 -
25600 -12.75] -13.37] 1.8 41 2
36200| -13.11| -12.42| 24| 63 15
51200| -12.65| -13.43| -3.1 6.7 N
05
l+—r—T——F+T"7T7T7T7T777T"T T T T T T T T T T
= 2 8 28 8 EE E &S E E &
‘ - ™
PrObleTz” K_a_pg ! _M_ethOdeVSUPERB Fehler diagramm Gesamtintervall
(d =107 bel impliziter Rechnung) 5
ehl d 61
. Fehler Ordnung
Sehritte [0 e T IMPL | DAE | IMPL 7
18] -5.31] -531] - _ -8 1
25| -579] -579] 34 3.4 -9 -
35| -631] -631] 35 35 40 -
50| -6.88] -6.88] 37 3.7
70| -743] -743] 38 38 119
100] -802| -802| 38 338 -12 |
140| -858| -858] 39 3.9 Mo
200] -9.18| -9.18| 39 3.9 X B 28 8§ 2 8 8 8§ 8
280| -9.74| -974| 38 38 = B &
200| -10.30| -10.30 3.6 3.6 Ordnungsdiagramm Gesamtintervall
560| -10.76| -10.76] 3.2 3.2 4.3
800| -11.14| -11.14] 24 2.4 4 -
1130| -11.40| -12.40| 17 1.7 35 4
1600 -1159| -11.59] 1.3 13 3 -
2260| -11.76| -10.76| 11 1.1 25 -
3200| -11.92| -11.92| 11 1.1 5 ]
4520| -12.07| -1207| 10 1.0 .
6400| -12.26| -1223| 13 1.1 :
9050 -12.33] -1234| 05 0.7 L
L

0,5 -
a

a0 4

L
L]

100
200
400
goa
1600 4
3200
G400

26



Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Kaps*, Methode VSUPER3

Fehlerdiagramm Teilintervall

(d = 10 bei impliziter Rechnung) i
Verfeinerung von [50, 280] i
-5
: Fehler Ordnung
Sehritte I e TIMPL | DAE | IMPL 85 1
50| -6.88| -6.88] - —
60| -7.17| -717| 37 37 91
71| -745| -745| 38 3.8 g5
84| -7.73| -7.73] 38 3.8 ' |
100| -8.02| -802| 38 3.8 0 — -
119] -831| -831| 39 3.9 2 =~ 3 8 2 3 8 8 8 3
igé ggg ggg gg gg ?r‘sdnungsdiagramm Tellintervall
200 -9.18| -9.18| 39 3.9 '
238| 947 -947| 38| 38 T e A,
283| -9.75] -9.75] 38 3.8 357
3-
25 -
2_
15 -
1_
0,5 -
0 . —
B~ 332535888 F
Problem , TBA"“, Methoden VNIL2, VNIL 3, VSUPER2, VSUPER3
Schritt VNIL2 VNIL3 VSUPER2 VSUPER3
rite Fehler Ordnung | Fehler Ordnung | Fehler Ordnung | Fehler Ordnung
4520 -2.29 — — — — — — —
6400 -2.47 1.2 -2.60 — -1.75 — -2.09 —
9050 -3.74 8.4 -3.51 6.1 -1.87 0.8 -2.20 0.7
12800 -2.96 -5.2 -3.00 -3.4 -1.97 0.7 -2.37 1.1
18100 -3.30 2.2 -3.27 1.8 -2.13 1.0 -2.44 0.5
25600 -3.30 0 -3.34 0.4 -2.27 0.9 -2.66 15
36200 -3.99 4.6 -3.94 4.0 -2.45 1.2 -2.76 0.6
51200 -3.62 -2.5 -3.66 -1.8 -2.62 1.1 -2.96 1.3
72400 -4.28 4.4 -4.43 5.1 -2.76 1.0 -3.10 0.9
Fehlerdiagramm Ordnungsdiagramm
0 10
-0,5 1 g 4
-1 4
A5 5
2 L)
251 2
-3 oA
S35 A
-4 A 2
45 - 4
5 8 8 &8 8 8 & g8 8 8§ 8 8 8 8 8 § 28 8

——WPMILZ? ——VMNIL3 —0—WEUPERZ —— WEUPERS |

| ——WPMILZ? ——VMNIL3 —0—WEUPERZ —— WEUPERS

27




Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Andrews*, Methode VNIL2

. Fehler Ordnung Fehlerdiagramm
Schritte 1 5 3 1 5 3 3
93[-117] 1.32] 1.30] - | - | - 0 -
100[-1.24| 1.28] 1.28] 22 13| 05 21
140|-1.84| 0.82] 089 41 31| 27 i ]
200|-2.24] 0.43] 052 26| 25| 24
280[-256| 0.10| 0.23| 22| 22| 20 61 I
400[-2.91]-025[-011] 22| 23] 22 8 1
560]-3.26|-0.60|-046| 24| 24| 24 10 I
800|-3.64[-099|-0.83] 25| 25| 24
1130|-4.01|-1.36[-1.17| 25| 25| 23 S A A S
1600|-4.37|-1.72[-1.49| 24] 24| 21 S 5 EE R FEEEEE
T medy g 83
-— (o]

2260|-4.72|-2.08|-1.78] 23| 24| 19

3200|-5.07|-242|-205] 23| 23| 18

2520540276 |-2.28| 22| 22| 16 Ordnungsdiagramm

4.3

6400|-5.73|-3.08|-249] 22| 22| 14 4

9050]-6.05|-340|-267] 21| 21| 12

3,5

12800|-6.36|-3.72|-283] 21| 21| 10 5

18100|-6.68|-4.03|-296] 21| 21| 09

25600]-6.99|-4.35|-3.06| 21| 21| 07 22

36200|-7.31|-466|-314] 21| 21| 05 :

1,5

51200|-7.64|-498|-3.20] 22| 21| 04 ;

72400]-8.01|-530|-324] 24| 22| 03

0,5

102400|-8.46|-5.60 | -3.27] 30| 19| 02 0

I

144810)-955|-5.74|-328] 72| 10| 01

100
200
400
200
1600

204800]-8.89 |-5.75|-3.30| -44 0| 02

3200
GO0
12500
25600
51200
102400
204300

289630]-8.68(-5.73|-3.28| -1.4| -0.1| -0.1

Problem , Andrews‘, Methode VNIL3 Fehlerdiagramm
2

Fehler Ordnung o4
1 2 3 1 2 3

Schritte

280[-1.60]| 0.96| 0.97| 32| 25| 4.0 2

400|-2.09| 054| 0.57] 32| 27| 26 -4 4

560]-254| 011 0.15] 3.0, 29| 29

800]-3.00|-0.35|-0.31] 3.0 3.0] 3.0 L

1130]-345|-0.80|-0.76] 3.0 3.0/ 3.0 -5 |

i

1600]-3.90|-1.24|-1.21] 3.0] 3.0] 3.0

-10

22601-435[-1.69|-1.65] 30| 3.0 30

100
400
a00

1500

=
=
[

3200|-480|-2.14|-2.10] 3.0] 3.0 30

3200
B400
12800

25600

£1200
102400
204500

4520|-5.25|-259|-255| 30| 30| 3.0

6400 -5.70(-3.04[-2.96| 30| 30[ 28] 5 grungsdiagramm

9050|-6.15|-349[-324| 30| 30| 18 4.5
12800[-6.59|-394-332| 30| 30| 05 2
18100|-7.04|-4.39[-332| 29| 30| 01 35 |
25600|-7.46|-4.82|-332| 28| 29| 0 5
36200|-7.85]-522|-332| 26| 26| O 25 |
51200|-8.16|-551|-331| 21| 19| 0 5
72400[-8.36|-5.64|-332| 13| 09 0 15
102400]-8.46| -5.68|-331| 07| 03] 0 1
144810]-851| -5.69(-333| 03| 01| 0.1 05 |
204800]-853] 5.69]-334] 01| 0] o1 i

100
200
400
200

1600

3200
GO0
12500
25600
51200
102400
204300

—k— Inde-1 —e— Index-2 —0—Index-3

28



Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Andrews*, Methode VSUPER2

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 3 1 5 3
200]-2.26| 041| 050 11| 12| 14
280]-264| 0.01| 0.15] 26| 27| 24
400]-3.04|-040|-0.22] 26| 26| 24
560]-341|-0.77|-054] 25| 25| 22
800]-3.79|-1.15|-087] 25| 25| 21
1130)-4.15|-151|-1.16] 24| 24| 19
1600|-450|-1.86|-1.43] 23| 23| 18
2260]-4.84|-220|-1.67] 23| 23| 16
3200]-5.17|-253|-1.90] 22| 22| 15
4520]1-549|-2.85|-210] 22| 21| 14
6400]-5.81|-3.17|-229] 21| 21| 12
9050]-6.13|-349|-246] 21| 21| 11
12800]-6.44|-3.80|-261|] 21| 21| 10
18100]-6.75|-4.11|-2.76] 21| 21| 09
25600]-7.06|-4.42|-288] 21| 21| 038
36200]-7.38|-4.73|-299] 21| 21| 07
51200]-7.72|-5.05|-3.08] 22| 21| 06
72400]-8.09|-5.38|-3.15] 25| 21| 05
102400|-8.59|-5.65|-3.21] 33| 18| 03
144810]-9.81|-5.75|-3.24] 81| 0.7 0.2
204800]-8.82|-5.74|-3.26] -65| -0.1| 0.1
289630]-8.66|-5.72|-3.28] -1.1| -0.1] 0.1

Problem , Andrews*, Methode VSUPER3

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 3 1 5 3
1130]-1.99| 0.63| 0.68] 09| 08| 0.8
1600]-2.30| 0.34| 0.40] 20| 19| 19
2260]-2.67|-0.03| 0.03] 25| 24| 24
3200]-3.09|-044|-0.37] 27| 27| 27
4520]1-352|-0.86|-0.80] 29| 29| 28
6400]-3.96|-1.31|-1.24] 29| 29| 29
9050]-4.40|-1.75|-1.68] 30| 30| 29
12800]-4.85|-2.20|-2.12] 30| 30| 29
18100]-5.30|-2.65|-253] 30| 30| 28
25600(-5.75|-3.10|-2.89] 3.0| 3.0/ 24
36200]-6.20|-3.55|-3.12] 3.0| 3.0| 15
51200]-6.65|-4.00|-3.23] 3.0| 3.0| 07
72400]-7.09|-4.44|-3.28] 29| 30| 03
102400|-7.51|-4.88|-3.29] 28| 29| 0.1
144810|-7.89|-5.27|-3.32] 25| 26| 0.2
2048001-8.19|-5.53|-3.34] 2.0| 18| 0.2
289630]-8.38|-5.65|-3.25] 1.3| 0.8| -0.6

—k— Inde-1 —e— Index-2 —0—Index-3

29

Fehlerdiagramm
2

0
2
-4
-5
.

A0

-12

[

100
200 -
400

=
[}
L]

1600
3200
E400
12500
25600
51200
102400
204300

Ordnungsdiagramm
35
3 -
25
2 -
15 4
1 4
05

1]

1

100
200
400
200
1600
3200
GO0
12500
25600
51200
102400
204300

Fehlerdiagramm

L E Ay e
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

100
200
400 -
800
1600
3200
G400
12500
23600
51200
102400
204300

Ordnungsdiagramm
35
3 -
25
2 -
15 4
1 4
05

1]

>

100
200
400
200

1600
3200
5400
12800
25600
£1200
102400
204800



Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Caraxis‘, Methode VNIL2

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 3 1 5 3
93]-1.86|-0.46 | -3.30 - - -
100]-1.86 | -0.46 | -3.32 0 0| 07
140]-1.86 | -0.46 | -3.39 0 0| 05
200]-1.85|-0.51|-3.40] -01| 03| 0.1
280]-2.03|-055|-3.62] 1.2| 03| 15
400]-1.62|-0.33|-354| -2.6| -1.4| -05
560]-2.05|-0.09|-3.34] 29| -1.7| -1.3
800|-2.91|-0.29|-3.36] 5.6| 13| 0.1
1130|-2.61|-0.59|-3.30|] -2.0| 20| -04
1600|-2.76|-0.90|-351| 1.0| 21| 13
2260]-3.00|-1.22|-3.77] 16| 21| 1.8
3200]-3.27|-1.53|-4.05| 18| 21| 19
4520]1-3.56(-1.83(-4.34] 19| 20| 1.9
6400]|-3.85|-2.14|-463| 19| 20| 19
9050]-4.15|-2.44|-492| 2.0| 20| 19
12800|-4.45|-2.74|-5.21| 2.0 20| 19
18100|-4.75|-3.04|-550| 2.0 20| 19
25600]-5.05(-3.35|-5.78] 20| 2.0| 1.9
36200]-5.35(-3.65|-6.07| 20| 2.0| 1.9
51200]-5.65(-3.95|-6.35] 20| 2.0| 1.9
72400]-5.95(-4.25|-6.66] 20| 2.0| 20
102400|-6.25|-455|-7.01| 20| 2.0| 23
144810|-6.55(-4.85|-751| 20| 2.0| 3.3
204800|-6.85|-5.15|-8.15] 2.0| 20| 4.2
289630|-7.15|-5.45|-7.49| 2.0| 20| -44
Problem , Caraxis‘, Methode VNIL 3
: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 3 1 5 3
560]-1.83|-1.28|-259| 21| 86| 35
800|-2.66|-157|-3.73] 54| 19| 74
1130|-3.18|-1.95|-450] 35| 25| 5.1
1600|-2.79|-1.36|-3.95| -25| -39| -3.6
2260]-3.64|-2.16|-482| 56| 53| 5.8
3200]-4.36|-2.85|-6.06| 4.8 46| 82
45201-4.97 |-358|-6.28] 40| 4.8| 15
6400]-5.47|-4.12|-7.20] 33| 36| 6.1
9050]-5.49|-3.88|-6.72] 0.1| -16| -3.2
12800|-6.11|-451|-7.03| 41| 42| 21
18100|-6.70|-5.14 |-7.14| 39| 42| 0.7
25600]-7.23|-5.74|-7.16| 36| 4.0| 0.2
36200|-7.72(-6.29|-7.18] 33| 3.6| 0.1
51200]-8.19(-6.78|-7.20] 3.1| 33| 0.2
72400]-8.63|-7.24|-7.26| 29| 31| 04
102400(-9.12(-7.71|-7.31| 33| 32| 03
144810|-9.66 |-8.11|-7.34| 35| 26| 0.2
204800|-10.4|-8.39|-7.39] 52| 19| 03
289630|-10.4|-8.35|-7.72] -0.2| -03| 22

—k— Inde-1 —e— Index-2 —0—Index-3

30

Fehlerdiagram
|:| &

b

1
-
1
L.

1600 4

o o o O
L e o |
— ™ = @

3200
5400
12800

25500

51200
102400
204800

Ordnungsdiagramm

A N R R L

100
200
400 |
200

1600
3200
5400
12800
25500
51200
102400
204800

Fehlerdiagramm
0

-2
-4 A
-G -
-5 -

10 4

12

100

o o O
[ = |
o~ =

1500
3200
B400
12800

25600

£1200
102400
204500

Ordnungsdiagramm
10

Mok RO R =W
L

100
200
400 -
200
1600
3200
GO0
12800
25600 ]
51200 ]
102400
204300



Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Caraxis‘, Methode VSUPER?2

. Fehler Ordnung Fehlerdiagramm
Schritte 1 5 3 1 5 3 0,
93[-1.86]-0.46[-3.30 - - - o d
100|-1.86|-0.46 | -3.31 0 0| 05 :
140|-1.86|-046|-337| 0| 0| 04 1
200|-1.86|-0.46 | -3.42 0 0| 03 ry
280]-1.85]-0.46|-3.43| -0.1 0| 01
400[-1.91]-040]-352] 04| -04| 06 81
560]|-2.15-053[-3.88] 16| 09| 25 A0
800|-2.48[-086|-437| 21| 21| 31
1130]-2.84]-127|-478| 24| 27| 27 B S S S S S S S S S L
1600[-3.25]|-1.72]-5.40| 27| 30| 4.1 SRS EBEBEFEZEBEFE
2260(-3.67]-2.18]-5.77| 28| 31| 24 - - &N @ o 9
3200|-4.11|-2.65|-549] 29| 31| -18 Or dnungsdiagramm
4520|-455[-311|-551] 29| 31| 01 -
6400|-5.00|-357|-5.61] 3.0| 30| 06
9050|-5.45|-4.02|-5.74] 3.0| 30| 09
12800 -5.90|-4.47|-5.88] 3.0| 30| 10
18100|-6.35[-4.92|-6.04] 30| 30| 10
25600[-6.81]-5.37[-6.20] 30| 30| 11
36200|-7.27]-5.81]-6.38] 30| 29| 11
51200|-7.73|-6.24|-656| 3.1| 29| 12
72400|-8.19]-6.66|-6.76] 3.1| 28] 13 )
102400]-8.67|-7.08|-7.00| 32| 27| 16 3 . .
144810]-9.16| -7.48|-7.31| 33| 26| 21 o o o o o o o o oo o o
204800|-9.66 |-7.86|-7.83| 33| 26| 34 = 8 F B B EozTEEEF D
289630 -10.1|-8.26]-7.83| 32| 26 0 - oR
Problem , Caraxis‘, Methode VSUPER3 Fehlerdiagramm
0
: Fehler Ordnung 2
Schritte 1 5 3 1 5 3
800[-3.27[-1.40[-419] 26| 10| 20 1
1130[-3.91]-2.15]-4.82| 42| 50| 4.2 6 -
1600[-4.24]-256|-4.78| 22| 27| -03 o |
2260|-3.08|-1.82]-4.06| -7.8| -49| -4.9
3200|-4.79|-3.090|-5.04| 11.3| 84| 65 -0 -
4520(-5.09[-3.98|-5.32] 20| 59| 1.9 4
6400|-551|-5.15|-568| 28| 7.8| 24 e A A
9050|-5.94|-5.15]-6.06] 2.9 0| 26 S R F R E 8 FE DA F @
12800|-6.40|-5.33 | -6.50] 30| 12| 2.9 Tt ed e 8 g
18100|-6.87[-5.68|-7.05| 32| 23] 37 Ordnungsdiagramm
25600(-7.32]-6.03[-801| 30| 23| 64 15
36200|-7.78|-6.44-727| 31| 28] -49
51200(-8.25|-6.89[-7.12| 3.1| 3.0[ -10 10 -
72400|-8.68|-7.25[-7.06| 28| 24| -05
102400(-9.28|-7.96|-6.98| 40| 47| -05 5
144810[-9.95|-7.94|-6.90| 44| -01| -06
204800[-9.59|-7.75|-6.86| -2.4| -1.3| -0.3 0
289630[-9.49|-7.71|-6.76] -0.6] -03| -0.7 |
—h— ncdex-1 —e—Index-2 —0—Incex-3 10

100
200
400 |
500

1600

3200

B400
12800
25600
£1200

102400

204500
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Whed“, Methode VNIL 2

: Fehler Ordnung
Schritte 1 > 1 > Fehlerdiagramm

400]-0.39]-3.07| 04| 28 .

560|-0.43|-2.38| 02| -4.7 1

Ll

800]-0.39|-252| -0.2| 09 2
1130]-044|-2.43| 03] 06 ]
1600|042 | -2.25| -01] -1.2 ]
2260[-0.44|-2.83] 0.1] 3.9 e
3200]-063]2.83] 13| 0 74

4520(-0.93]-3.04] 20| 14 -8 1

6400|-1.17|-3.28] 16| 16 1—3 1 4
9050(-1.48|-356| 2.0] 1.9 B A A A U DA B A DA B
12800|-1.75/-383| 18| 18 2 25 58 2 3 8 § 2 2
18100]-2.01]-4.08] 1.7] 17 =~ 8B 8 3

25600 -2.27 |-4.34|] 18| 1.7

36200] 255|462 18| 18 Ordnungsdiagramm

L

51200|-2.84[-4.91] 19| 1.9 2'2_
72400[-313[-520 20| 20 »
102400 -3.43[-550| 20| 20 151
144810[-373[-580| 20| 20 11
204800 -4.03]-6.10] 20| 20 05
289630 -4.33|-6.40 20| 20 0.
409600 [-4.63]-6.70| 20| 20 05 |
579260(-4.93|-7.00] 20| 20 4
819200(-5.23[-7.30| 20| 20 4s

1158520 -552|-760] 19/ 201 @009 a2 o o & o & o o

5 = 8 & 8 8 8 E EB E
1638400|-5.81|-7.90] 19| 20 T - @ 2 @ F @ o T 9
2317040(-6.08|-8.20] 18| 20 mm R F B @
3276800(-6.31]-847] 16| 18
4634080[-6.51]-8.75] 1.3| 18
6553600(-6.66[-9.02] 1.0 18
Problem , Wheel“, Methode VNIL3 Fehler- und Ordnungsdiagramm

Fehler Ordnung 0

Schritte 1 5 1 5 ]

4520|-1.40|-343] 15| 0.7 1

1130]-0.90|-3.05] 48| 50 4
1600]-1.16|-351] 17| 31
2260]1-0.79|-2.82| -2.5| -4.6 -6 -
3200]-1.18|-3.32] 26| 33

6400]-1.69|-3.77] 19| 23 -10 4

9050]1-1.89|-395| 13| 12

B e e e L o o o o o o o o o o S I B

12800 -2.41|-444] 34| 33

18100 -2.94|-5.00f 35| 3.7

25600|-3.56|-561] 41| 4.1

1635400
4534080

36200|-4.40|-645] 5.6| 56 1

51200|-5.68|-7.75] 85| 86

72400|-6.42|-851] 49| 51

102400 -6.18|-8.17| -1.6| -2.2

144810|-6.61|-8.58|] 29| 2.7

204800)-6.71|-8.66] 0.7 05

289630|-7.00|-8.99] 19| 22

409600]-6.88|-9.83] -0.8] 56

579260|-6.87|-10.1 0| 14

8192001-6.86|-9.75] -0.1| -2.0

Mk RO M B Do D
N

400
1130

3200
9050
23600
72400
204300
579260

—k— Incde-1 —e— Index-2

1638400
4634080
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem ,, Whedl“, Methode VSUPER?2

: Fehler Ordnung
Schritte 1 > 1 >
800|-0.43|-2.29] 88| 44
1130|-0.45]|-3.03] 0.1| 49
1600|-0.77]-2.96|] 2.1| -05
2260]-0.60|-2.72] -1.2| -1.6
3200]-0.72|-2.85] 0.8| 0.9
4520]-1.17|-3.30] 30| 29
6400|-1.37|-347] 14| 12
9050)-1.84|-397] 31| 33
12800 -2.48|-455| 42| 3.8
18100|-2.82|-4.89|] 22| 22
25600]-3.23[-529] 27| 2.6
36200]-3.66(-5.72] 29| 29
51200]-4.09(-6.15] 29| 28
72400]-453|-6.60] 29| 3.0
102400|-5.00(-7.07] 31| 31
144810|-5.46|-757] 31| 33
204800)-5.99|-8.14] 35| 38
289630|-6.38|-8.57| 2.6 28
409600]-6.68|-9.14] 2.0| 3.8
579260]-6.81|-9.57] 0.8 29
819200]-6.81 | -9.43 0| -09
1158520]-6.84(-9.65] 02| 15
1638400 -6.84 | -9.61 0| -0.3

Problem , Whed“, Methode VSUPER3

: Fehler Ordnung
Schritte 1 > 1 >
560]|-0.46| -2.30] 17| -2.3
800|-0.41| -255| -0.4| 16
1130]-0.46| -2.55] 0.3 0
1600|-0.48| -293] 0.1]| 25
2260]-0.60| -2.85] 0.8| -0.5
3200]-0.63| -2.84] 0.2 0
4520]-1.47| -355] 56| 47
6400]-1.75| -3.94|] 19| 26
9050|-2.52| -4.79] 5.1| 57
12800|-2.86| -4.87| 22| 05
18100|-3.35| -542| 33| 37
25600]-4.04| -6.13] 46| 4.7
36200]-4.72| -6.81] 45| 4.6
51200]-5.16| -7.23] 29| 2.7
72400|-5.81| -7.86] 43| 4.2
102400|-6.36| -8.68] 36| 55
144810|-6.76| -9.15] 2.7| 3.1
204800]-6.90| -957] 09| 2.8
289630]-6.89| -9.49] -0.1| -0.5
409600(-6.78| -9.22] -0.7| -1.8
579260|-6.82| -9.59] 03| 24
819200|-6.84| -9.64] 0.1| 0.3
1158520]-6.85| -9.73 0| 0.6
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Fehlerdiagramm
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-2
-4 A
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-5 -
-0 4
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem ,, Chemakzo“, Methode VNIL2

: Fehler | Ordnung Fehlerdiagramm
Schritte 1 1 £
4520 -6.64 1.2 7]
6400| -6.81 11
9050| -7.03 15 -8 1
12800 -7.28 17 9]
18100 -7.55 1.8
25600 -7.83 1.9 -10 1
36200| -8.11 1.9 41
51200| -8.41 1.9
72400| -8.70 2.0 S s
102400 -9.00 2.0 S8 8 2 B &g B8 8 d & 8
144810 -9.29 2.0 TTTE2 AR TR ESR Z O
204800 -9.59 2.0 . -
289630 -9.89 20 Ordnungsdiagramm
400600 -10.2 2.0 .
579260 -105 2.0
819200 -10.8 1.9 25 1
1158520 -11.1 1.9 5 ]
1638400 -115 2.7
2317040 -11.6 0.7 15 1
3276800 -11.6 0.3 .
g +——rrrrTrrrrrrrr
(o] (] (o] [m] [m] [m] [ ] [ ] [ ] [ ] (] (]
o [} L [m] [m] [m] -— [ap] [iu] [} =t [au]
(] ] ] — [ ] =t [in] [in ] [ ] L (] (]
NY e BRI EZEECE S

Problem ,, Chemakzo“, Methode VNIL3 Fehlerdiagramm

-G
: Fehler | Ordnung -7
Schritte 1 1 .
4520| -7.01 12 9 1
6400 -7.34 2.2 A0 -
9050 -7.72 2.5 A1
12800| -8.13 2.7 42 i
18100| -855 2.8 43
25600| -8.98 2.9 »
36200 -9.42 2.9 e s
51200| -9.87 2.9 HY s g fdEgoagRg
72400 -10.3 3.0 - e IRE LR B
102400| -10.8 30 Ordnungsdiagramm
144810 -11.2 2.9 8
204800| -11.7 31 6 -
289630| -12.2 33 4
409600 -12.7 34 2
579260| -12.5 12 0 !
819200| -134 6.2 2 1
1158520 -12.0 -9.4 4
1638400| -12.3 17 ’
2317040 -11.9 24 o]
3276800| -115 -3.0 B
4634080 115 0 Z S ES 5228285 %8
H Y & &8 d3 2 o8 3



Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem ,, Chemakzo*,

M ethode VSUPER?2
Schritte Fehler | Ordnung
1 1
2260 -5.46 24
3200 -5.85 2.6
4520 -6.29 2.9
6400 -6.76 3.1
9050 -7.23 3.1
12800] -7.69 3.1
18100 -8.15 3.1
25600| -8.61 3.0
36200| -9.06 3.0
51200 -9.52 3.0
72400 -9.97 3.0
102400 -104 3.0
144810 -10.9 3.0
204800| -11.3 3.0
289630| -11.8 2.8
409600| -12.2 2.8
579260 -12.7 3.2
819200 -12.2 -3.1
1158520 -12.3 1.0
1638400| -12.2 -1.1
2317040 -12.2 -0.1
Problem ,, Chemakzo®,
M ethode VSUPER3
Schritte Fehler | Ordnung
1 1
4520 -7.30 34
6400 -7.73 2.8
9050] -8.05 2.1
12800] -8.38 2.2
18100] -8.73 2.3
25600 -9.11 25
36200 -9.52 2.7
51200 -9.94 2.8
72400 -104 2.9
102400 -10.8 2.9
144810 -11.3 2.9
2048001 -11.7 3.0
289630 -12.1 3.0
409600| -12.4 1.6
579260 -12.6 1.1
819200 -12.4 -1.2
1158520 -12.6 12
1638400 -125 -0.2
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Fehlerdiagramm

1]

-2
4 4
A
-5 7
-0
10 4
12
Mt
[} [} ] [} [} [} o} [} [} [} [} [}
[im)} [} Lo o} [} [} — 0o [im} [} =+ o
] (X ] — (] = an] [An] [ ] (Y] ] ]
(] =T [ny] an] [in] X = (3] o [x] P =
— Loy} [ =+ [u] P L — Lar)
— [} L — 0o [iu}
-— [ ] =t
Ordnungsdiagramm
4
a4
4
2 4
1_
04
1
-2 4
-3 4
4+
[} [} o} [} [} [} o} [} [} [} [} [}
o [} L o} o} [} — o o L) =+ o
[N L ] — [ ] =t [an] o (] (] ] ]
(] =+ m [an] o [ == [n)] (] o - =
— [ay} [ =+ [n)} - LYy} — Lar)
— [} Ly — Lap) [iu}
-— (o] =t
Fehlerdiagramm
-7
-8 -
-9 4
10 4
11 4
12 4
[} [} ] [} [} [} o} [} [} [} [} [}
[im)} [} Lo o} [} [} — 0o [im} [} =+ o
] (X ] — (] = an] [An] [ ] (Y] ] ]
(] =T [ny] an] [in] X = (3] o [x] P =
— Loy} [ =+ [u] P L — Lar)
— [} L — 0o [iu}
-— [ ] =t
Ordnungsdiagramm
4
5 -
2 -
1 <
04
1 4
[} [} o} [} [} [} o} [} [} [} [} [}
o [} L o} o} [} — o o L) =+ o
[N L ] — [ ] =t [an] o (] (] ] ]
(] =+ m [an] o [ == [n)] (] o - =
— [ay} [ =+ [n)} - LYy} — Lar)
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Transamp®, Methode VNIL 2

Schritte Fehler | Ordnung Feglerdlagramm
1 1
1130 -3.26 2.0 ry
1600| -3.56 2.0 4
2260| -3.86 2.0 1
3200 -4.16 2.0 .
4520 -4.46 2.0
6400| -4.76 2.0 81
9050 -5.07 2.0 40 4
12800 -5.37 2.0 .
18100| -5.67 2.0 B A A A
25600| -5.97 2.0 S 5 & g g 2 & 3 g
— [an] m L [ | =T [uy] [an] =
36200| -6.27 2.0 -
21200} -6.57 2.0 Ordnungsdiagramm -7
72400| -6.87 2.0 5
102400| -7.17 2.0
144810 -7.48 2.0 E
204800 -7.78 2.0 4 -
289630 -8.08 2.0 3
409600| -8.38 2.0 ,
579260 -8.68 2.0 3
819200| -8.98 2.0 1
1158520 -9.28 2.0 0 -
1638400| -9.58 2.0 R R
23170404 -9.88 2.0 BESB8EES22888¢88
3276800 -10.17 1.9 T 9w e 5 8 F LY WO 9
4634080 -10.97 5.3 T IEE g B
6553600| -10.88 0.6
Problem , Transamp“, Methode VNIL 3 Fehlerdiagramm
-5
Schritte Fehler | Ordnung -6 -
1 1 7]
1600] -5.44 3.2 5
2260| -5.86 2.8
3200 -6.28 2.8 4
4520 -6.72 2.9 -0 -
6400| -7.16 2.9 41
9050 -7.60 2.9 '3
12800 -8.05 3.0 B A A A G AL A A A
18100| -8.49 3.0 T 8§ &£ 2 3 2 & 3 B
25600| -8.94 3.0 A A -
36200 -9.39 3.0 Ordnungsdiagramm
51200| -9.84 3.0 35
72400| -10.28 2.9
102400] -10.71 2.9 ¥
144810| -11.09 25 2,5
204800| -11.30 14 2
289630| -11.32 0.1 15
)
05
0g+r—r—r—r—T"—"rrr—r—rrrrrE T T
A = @® & & 82 B8 8 &
=] L o w

36



Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Transamp*,

M ethode VSUPER?2
Schritte Fehler | Ordnung
1 1
1130 -3.56 2.3
1600 -3.92 24
2260 -4.28 24
3200 -4.66 2.5
4520 -5.04 2.6
6400 -5.44 2.6
9050 -5.84 2.7
12800 -6.26 2.8
18100 -6.68 2.8
25600 -7.11 2.9
36200 -7.55 2.9
51200 -7.99 2.9
72400 -8.44 2.9
102400 -8.88 3.0
144810 -9.33 3.0
204800 -9.77 2.9
289630] -10.20 2.9
409600] -10.66 3.0
579260| -10.79 0.9
819200| -11.31 3.5
1158520 -11.18 -0.9
1638400| -11.40 15
2317040] -11.20 -14
3276800] -10.39 -5.3
Problem , Transamp®,
M ethode VSUPER3
Schritte Fehler | Ordnung
1 1
1600 -5.62 4.4
2260 -6.33 4.7
3200 -6.96 4.2
4520 -7.56 4.0
6400 -8.14 3.9
9050 -8.72 3.8
12800 -9.29 3.8
18100 -9.86 3.8
25600 -10.41 3.7
36200| -10.88 3.1
51200 -11.21 2.2
72400 -11.35 0.9
102400 -11.45 0.7
144810 -11.46 0.1
204800] -11.53 0.5
289630| -11.37 -1.1
409600] -11.53 1.0
579260| -11.40 -0.9
819200] -10.93 -3.1
1158520 -11.07 0.9
1638400| -11.21 0.9
2317040] -11.15 -04
3276800| -10.41 -4.9
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Fehlerdiagramm

3
-4
-5
-G
-7
-0 4
-9 4
10 4
11 4
U —

;

1130
3200 4

Ordnungsdiagramm
4

204300 -

579260 -

1633400 4

4534080 4

3
o
1 4
0 -
1 4
-2 4
3
4 4
5
-E

B

4520 4

2050 4

15100 4

36200 4

1130
2260 4
72400 4
144510 -

Fehlerdiagramm
-5

2539630 -

579260 -
1158520 4

2317040 4

4534080 4

-5
7
&
-9
-0
RE
I e e o e e LA S o e e e o o S S ML B
= = = = = ] ] = =
] = Lo = = [ o o] [un]
-— [ [ [im) = () (=] =t o
— [ar] [=x] L ™~ =t o o =t
[} F-- [ - o o
L] Lyl w o
-— =t

Ordnungsdiagramm
B

4 -
i
0 -
2

i

5

4

4520 4

050 |
36200 |
72400 ]

144810 4

1130
2260 4

2539630 -

579260 -

1158520 4

2317040 4

4534080 4




Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem ,Water”, Methode VNIL2
(Gleiche Ergebnisse bei Berechnung durch

explizite und implizite Beschreibung)
Fehlerdiagramm fir Gesamtintervall

. Fehler Ordnung -3
Schritte 1 5 1 5 Yy
93| 423] 391 -| - 5]
100 -447| -398| 78] 22 -
140 -433| -430| -10| 22 ]
200 -451| -463| 12| 22
280| -451| -494| 0] 21 N Y
400| -481| -526| 20| 21 -9 4 p
560| -5.00| -554| 12| 1.9 -0
800 -492| -571| -05| 11 N
1130| -458| -586| -2.3| 1.0 S 8 2 8B 2 8 8 2 8
1600| -4.65| -6.33] 04| 31 - -
-— ho
gggg gg(l) ggg ;(7) 8; Ordnungsdiagramm fiir Gesamtintervall
4520| -5.39| -7.03] 12| 50 54
6400| -555| -7.05| 1.0| 0.1 5
9050| -6.36| -7.09| 54| 03
12800| -6.35| -7.49] -01| 26 41
18100| -6.23| -750| -08] 0 2 4
25600| -6.88| -824| 43| 409 0 - -
36200 -6.39| -8.05| -3.3| -1.2 o]
51200 -6.71| -7.93] 22| -08
72400| -6.86] -881| 10| 509 41 r
102400| -7.31| -868| 30| -08 - A
144810| -7.44| -899] 09| 20 S & 5 & & 5 § £ &
204800 -827| -9.16| 55| 1.1 Noe o2 5 3 03
2896301 -7.76| -1045] -34] 86 Fehlerdiagramm fiir Teilintervall
409600| -7.73| -10.26| -02] -13 4
579260 -823| -9.99| 33| -1.8 42 ]
819200 -832| -9.30| 06/ -46 44 ]
45 1
Verfeinerung des I ntervalls [280, 560] 45
=53 L
Schritte Fehler Ordnung 57
1 2 1] 2 54
257| -421| -487] - | - 56 - *
280 -451| -494| 82| 21 =g
305| -497] -502| 123] 21 5 -
333 -4.92 -5.101 -1.3| 21 = L & & o £ = o =
363| -4.45| -5.18| - 2.0 Moomeome o me e = s wm il
396 2791 525 91| 20 Ordnungsdiagramm fur Teilintervall
432| -453| 533| -7.0] 20 13
471| -462| -540| 24| 20 1
513| -450| -547| -32| 19 3
560| -5.00] -554[ 13.0] 1.7 ;
3_
1] "
-1
-3
-5
7 , s
() [Ty [op) [ap) [im) [ ] -— o (o)
& A =B B B T 5 o3 B

—k— Incde-1 —e— Index-2
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Water“, Methode VNIL3
(Gleiche Ergebnisse bei Berechnung durch
explizite und implizite Beschreibung)

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5

3200] -5.21| -6.89] 22| 97
4520 -5.99| -7.86] 52| 65
6400| -598| -7.95 0| 06
9050] -5.91| -8.02] -05| 05
12800] -6.94| -7.95| 6.8| -05
18100] -6.39| -8.93] -36| 65
25600 -6.98| -8.05] 39| -5.8
36200| -6.40| -9.01] -39| 64
51200 -6.61| -8.29| 14| -48
72400| -6.87| -9.86] 1.7| 104
102400| -7.21| -8.78] 23| -7.2
144810| -7.42| -9.40| 14| 41
204800 -8.08| -9.08] 4.3| -2.1
289630| -7.73| -9.68] -2.3| 39
409600| -7.83| -11.05] 0.7 9.1
579260 -7.95| -9.68] 0.8] -9.1
819200 -8.27| -9.31| 21| -24

Verfeinerung des I ntervalls [3200, 6400]

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5
2934| -5.04| -6.62|] — -
3200) -521| -6.89] 45| 7.0
3490] -5.39] -6.94|] 49| 13
3805] -5.28| -7.18] -29| 64
4150 -551| -834] 6.0] 30.9
4525| -5.45| -7.33] -16| -
4935| -577| -7.43] 84| 27
5382] -6.21| -7.01]117| -
5869| -5.74| -7.91] - 24.1
6400] -5.98| -7.95| 65| 1.1

—k— Incde-1 —e— Index-2
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Fehlerdiagramm fir Gesamtintervall

-5
-5
7
-8
-9
A0
A1
12

£l

G400 4

15100 4

51200 4

144310 4

Ordnungsdiagramm fir Gesamtintervall

4089600 4

10 A

5 4

04

-5

-10

£

100

250 4

300 4

2260 4

G400 4

15100 4

Fehlerdiagramm fir Teilintervall

-4

51200 4

144310 4

4089600 4

45 -
.5

r

55 ]
-5
£5 -
74
75
o
85
-4

|

b

3200

3490 4

3805 4

4150 4

4525 4

4935 4

Ordnungsdiagramm fir Teilintervall
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5569 4
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13 A
10 A
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b
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Water, Methode VSUPER?2
(Gleiche Ergebnisse bei Berechnung durch
explizite und implizite Beschreibung)

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5

93] -4.74| -5.24| - -
100| -4.86| -5.32] 39| 28
140| -4.04| -5.70|] -5.6| 26
200] -4.32| -5.90|] 18| 13
280] -4.73| -5.96] 28| 04
400| -4.86| -595] 09| -0.1
560] -5.01| -5.97] 10| 0.1
800] -4.89| -5.92| -0.8] -0.3
1130| -4.65| -5.95| -1.6| 0.2
1600| -4.99| -6.31|] 23| 23
2260| -4.77| -7.17] 14| 5.7
3200| -5.45| -7.07] 45| -0.6
4520| -5.18| -7.32| -1.8| 17
6400] -5.37| -6.99] 13| -2.2
9050| -5.44| -7.39] 05| 2.7
12800] -6.46| -8.17] 6.8| 5.2
18100] -5.75| -7.40] -4.7| -5.1
25600| -6.20| -841] 30| 6.7
36200 -6.49| -863] 20| 15
51200| -6.27| -7.82] -15| -53
72400| -7.10| -8.15] 55| 22
102400| -7.53| -9.50] 29| 9.0
144810| -7.66| -8.67] 08| -5.6
204800 -7.45| -856| -1.4| -0.7
289630 -7.99| -8.85] 3.6] 19
409600 -7.48| -9.35] -34| 33
579260 -8.02| -9.19] 3.6 -1.1
819200| -7.85| -9.10] -1.1| -0.6

Verfeinerung des I ntervalls [25600, 36200]

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5
23475| -6.04| -7.46] - -
25600| -6.20| -841] 4.1| 25.1
27917| -6.17| -7.89] -09| -
30444] -6.81| -8.09] 17.2| 53
33199| -6.50| -7.80| -84| -7.7
36204 -6.11| -8.30] — | 13.2

—k— Incde-1 —e— Index-2
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Fehlerdiagramm fir Gesamtintervall
-3
-4 4
5 4

4

-E -

-7 A
-5 -
-9 -

-10

/

100
250 4

300 4

2260 4

G400 4

15100 4

51200 4

144310 4

4089600 4

Ordnungsdiagramm fir Gesamtintervall
11

4l & =W o~
L e
| o

100
280 4

go0 4

2260 4

G400 4

18100 -
51200 4
144310 4
4089600 4

Fehlerdiagramm fir Teilintervall
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem ,Water, Methode VSUPERS3
(Gleiche Ergebnisse bei Berechnung durch
explizite und implizite Beschreibung)

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5

93] -443| -583| - -
100| -459| -5.86| 53| 1.0
140| -458| -5.86| -0.1 0
200] -4.01| -6.00] -3.7| 0.9
280] -441| -5.88] 27| -0.8
400| -491| -6.16] 33| 18
560|] -450| -6.39] -28| 15
800] -4.44| -5.65] -04| -4.8
1130| -459| -6.26] 10| 4.1
1600|] -5.10| -6.32] 34| 04
2260] -5.86| -6.96] 51| 43
3200] -6.05| -6.98] 12| 0.2
4520 -549| -7.22] -38] 16
6400] -5.84| -829] 23| 7.1
9050] -5.95| -7.94] 08| -2.3
12800] -6.57| -7.92] 41| -01
18100] -6.33| -857] -16| 43
25600| -7.16| -7.60] 55| -6.5
36200| -6.57| -7.85| -39| 17
51200 -6.61| -7.95| 0.2| 0.6
72400 -7.06| -821| 3.0| 17
102400| -7.26| -896] 13| 5.0
144810| -7.08| -9.07] -1.2| 0.7
204800 -856| -890| 9.9 -11
289630| -7.37| -10.04] -8.0| 7.6
409600 -7.72| -11.44| 23| 93

579260 -7.66| -9.44| -04| -

819200 -7.78| -9.53] 0.8] 0.6

Verfeinerung des Intervalls [1130, 2260]

. Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5
1036 -4.48| -6.72| - -
1130 -459| -6.26] 29| -
1232 -4.46| -6.16] -3.4| -2.7
1344 -5.03| -6.15] 15.1| -0.3
1465| -5.18| -6.08] 4.0| -1.8
1598| -5.32| -6.17] 3.6| 23
1743 -5.32| -6.63] -0.1| 12.3
1900| -5.09| -6.94] -6.2| 8.3
2072| -5.34| -7.16] 6.8| 5.7
2260| -5.86| -6.96] 13.8| -5.3

—k— Incde-1 —e— Index-2
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Fehlerdiagramm fir Gesamtintervall
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Crank”, Methode VNIL2

(Implizite Rechnung, 10%)
. Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5

1130] -0.09| 1.85] 6.6] 3.0
1600| -1.36| 1.77] 84| 05
2260| -1.25| 2.07] -0.7| -2.0
3200| -1.33| 2.21] 0.6| -0.9
4520| -1.84| 2.04] 34| 1.2
6400| -1.82| 0.84] -0.2| 7.9
9050| -2.37| 1.14] 3.7| -2.0
12800| -3.21| 0.82] 56| 21
18100 -3.55| 0.33] 23] 32
25600| -4.18| 0.30] 41| 0.2
36200| -354| -051| 42| 54
51200| -3.85| 0.04] 20| -37
72400 -4.33| -0.09] 32| 09
102400 -5.17| -0.33] 55| 1.6
144810 -5.01| -0.59| -1.0| 1.8
204800| -4.78| -0.85] -1.6| 1.7
289630| -4.70| -1.08] -0.5| 1.5

Verfeinerung von [51200, 102400]

: Fehler Ordnung

Schritte 1 5 1 5

46951| -3.75| 0.02] - —
51200| -3.85| 0.04|] 26| -06
55834] -3.96| 0.03] 29| 0.3
60887| -4.07| 0.01|] 31| 038
66398| -4.20| -0.04|] 33| 11
72408| -4.33| -0.09] 36| 1.3
78961| -4.48| -0.14|] 40| 15
86108| -4.66| -0.20| 4.6| 16
93901] -4.87| -0.26|] 56| 1.7
102400| -5.17| -0.33|] 7.9| 1.7
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Fehlerdiagramm fir Gesamtintervall
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Fehlerdiagramm fir Teilintervall
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Crank“, Methode VNIL3
(Implizite Rechnung, 10%)
Fehlerdiagramm fur Gesamtintervall

. Fehler Ordnung 2
Schritte 1 5 1 5 ;]
12800] -2.43] 1.22] 10.2] 159 0
18100 -3.37| 0.05| 63| 7.8
25600 -3.96| -0.33] 39| 25 11
36200| -4.32| -0.80| 24| 31 2 i
51200| -451] -1.30] 13| 33 5
72400| -459] -1.77] 05| 31
102400| -462] -1.73] 02| -02 -4 1
144810| -4.63| -1.66] 01| -05 s —:—-— a7
204800| -4.64| -1.63 0| -02 = 8 8 B 2 8 8 2 8
289630| -4.64| -1.62 0| -0.1 = 8 ¥ 5 B g B % g

Ordnungsdiagramm fir Gesamtintervall

. 18
Verfeinerung von [12800, 25600] 15 A
14
. Fehler Ordnung 12
Schritte 1 5 1 5 10
11738| -2.11| 1.76] - — 5 1
12800| -2.43| 1.22] 83| 145 B 1
13958 -271| 0.70 75| 136 :
15222| -2.96| 0.30] 6.7| 10.8 n:
16600| -318| 0.13| 59| 45 5 I
18102| -3.37| 004] 51| 23 s = g 2 =2 g g2 = =
19740| -355| -0.03] 46| 20 - o v g = & % @& @
21527] -3.70| -0.13] 4.0| 27 - "% = Z 7
23475| -3.84| -0.23] 37| 26 Fehlerdiagramm fr Teilintervall
25600 -3.96| -0.33] 33| 27 2
13
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A A
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F
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-4 4 1
'5 T T T T T T T
[} [n} [l [} [} [} - L [}
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— — — — — — [t} [} ]
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Crank”, Methode VSUPER?2

(Implizite Rechnung, 10%)
: Fehler Ordnung

Schritte 1 5 1 5
2260 -1.31| 1.21] -1.5| 43
3200] -1.56| 158] 17| -24
45201 -199| 2.09] 28| -34
6400] -2.15| 194] 11| 10
9050| -240| 160| 16| 22
12800| -2.84| 1.20] 29| 27
18100 -3.25| 0.81] 27| 26
25600| -3.71| 047] 31| 22
36200| -4.15| 0.11] 29| 24
51200| -468| -0.31|] 35| 28
72400| -4.68| -0.76 0] 30
102400| -4.68| -1.33 0| 38
144810| -4.65| -2.05] -0.2| 4.8
204800| -4.64| -1.79] -0.1] -18
289630] -4.64| -1.67 0| -0.8

Verfeinerung von [12800, 25600]

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5

11738] -2.68| 1.31| - -
12800] -2.84| 1.20|] 42| 28
13958] -2.66| 1.10| -4.7| 27
15222] -3.01| 1.01|] 94| 26
16600] -3.14| 0.90| 34| 27
18102] -3.26| 0.80| 31| 27
19740] -3.35| 0.72] 23| 21
21527] -3.47| 0.64] 32| 22
23475] -3.60| 056 35| 23
25600| -3.71| 047 31| 22

Fehlerdiagramm fir Gesamtintervall
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dnungsdiagramm fir Gesamtintervall
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , Crank”, Methode VSUPER3
(Implizite Rechnung, 10%)
Fehlerdiagramm fur Gesamtintervall

: Fehler Ordnung 4
Schritte 1 5 1 5 5
4520| -1.14] 2.63| 99| 4.2 f ] \\\\‘\“
6400] -1.97| 1.83] 55| 53 0
9050] -2.58| 1.37] 4.0 3.0 4
12800 -3.01| 091] 29| 31 Py -
18100] -3.50| 0.58] 32| 2.2 R
25600 -4.07| 0.22| 38| 2.4 _4_ \'\1\\_‘_‘4«‘
36200| -4.80| -0.16] 4.8| 25 5 - s
51200 -4.81| -055] 0.1| 2.6 -G — T
72400| -4.68| -0.93] -0.9| 25 E % ﬁ @ 5_ ﬁ § E %
102400 -4.65] -1.24]| -0.2] 2.1 TR s 3 B ow g3 2
;gjg(l)g jgi igg O'(l) (1);1 ?;dnungsdiagramm fur Gesamtintervall
289630| -4.64| -1.59 0| 0.3 0

Verfeinerung von [12800, 25600]

[ TR N TR U o 1 I n |
jf/

: Fehler Ordnung
Schritte 1 5 1 5

11738 -2.92| 1.01] - -

12800 -3.01| 091] 25| 25

13958| -3.12| 0.83] 2.8| 2.3 2 S
15222| -3.24| 0.75| 32| 21 = o o o o o o o =

m o [} [y} [} [} [} — m

16600| -3.37| 0.67| 3.3| 2.2 = o L = = P 5 W o
18102| -350] 058] 35| 2.2 - "0 = Z &
197401 -363] 050] 36| 23 Fehlerdiagramm fr Teilintervall

21527| -3.77| 041]| 3.8| 2.3 2

23475 -3.92| 0.32| 39| 24 1 4

25600| -4.07| 0.22] 4.0| 25

45

(I
A

i

b
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— — — — — — ) [l ]
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem ,, NAND*, Methode VNIL2
(Implizite Rechnung, 10%)

chritte | -FENer | Ordnung Fe_t:lerdlagramm
1 1

goo[ -1.24 - 151

1130| -1.40 10 -2 1

1600| -1.55 1.0 25 -

2260  -1.70 1.0 ey

3200 -1.85 1.0 a5

4520 -2.00 1.0 ]

6400 -2.15 10 s |

9050| -2.30 10 - .
12800) -2.45 1.0 P s A
18100| -2.60 1.0 - 80 & 2 8 F o8 a 3

- (] =T [ny] am] o [ =T o o o F--

25600 -2.75 10 - ER IR L
36200 -2.89 10 : -
51200 -3.04 1.0 ?;d”“”gw'agramm

72400| -3.18 0.9 '
102400| -3.31 0.9 14
144810| -3.45 0.9 08 W
204800| -3.57 0.9 '
289630 -3.70 0.8 0.6 1
409600| -3.83 0.8 04
579260 -3.96 0.9 '
819200| -4.09 0.9 0.2 1
1158520 -4.22 0.9 . . -
2317040 -4.50 0.9 a2 g5 3R EFe b o
3276800| -4.64 0.9 - IAaE g

Fehlerdiagramm
Problem , NAND"“, Methode VNIL3 1.5
-2 4
Schritte Fehler | Ordnung 25 ]
1 1

1600] -164 - =

2260  -1.79 10 35 1

3200 -1.94 10 4

4520|  -2.09 1.0 4z ]

6400| -2.24 1.0 ' §
9050] -2.39 1.0 P s A
12800] -2.54 10 - 80 & 2 8 F o8 a 3
18100 -2.69 1.0 THTRTZaEE I E R B 2

-— (o]

I — Ontrunstzrann

51200 -3.12 0.9 '

72400|  -3.26 0.9 14 Y
102400| -3.39 0.9 - W
144810| -352 0.9 '
204800 -3.65 0.8 0,6
289630 -3.78 0.8 04 ]
409600 -3.91 0.9 '
579260 -4.04 0.9 0,2
819200 -4.17 0.9 .
1158520 -4.31 0.9 e A
1638400 | -4.45 0.9 - 882 =83 85 & aw 3
2317040  -4.59 0.9 - IEREg
3276800] -4.73 1.0 -
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen

Problem , NAND", M ethode VSUPER2

(Implizite Rechnung, 10™)

NAND*, Methode VSUPER3

Schritte Fehler | Ordnung
1 1
800 -1.22 -
1130] -1.38 1.1
1600] -1.55 1.1
2260 -1.70 1.0
3200 -1.85 1.0
4520 -2.00 1.0
6400 -2.15 1.0
9050 -2.30 1.0
12800| -2.45 1.0
18100 -2.60 1.0
25600 -2.75 1.0
36200 -2.89 1.0
51200 -3.04 0.9
72400 -3.17 0.9
102400| -3.31 0.9
144810 -3.44 0.9
204800 -3.56 0.8
289630 -3.69 0.8
409600 -3.81 0.8
579260 -3.94 0.8
819200 -4.07 0.9
1158520 -4.20 0.9
1638400 -4.34 0.9
2317040 -4.49 0.9
3276800 -4.63 1.0
Problem ,,
(Implizite Rechnung, 10%)
Schritte Fehler | Ordnung
1 1
2260 -1.74 -
3200 -1.89 1.0
4520 -2.04 1.0
6400 -2.19 1.0
9050 -2.34 1.0
12800 -2.48 1.0
18100 -2.63 1.0
25600 -2.78 1.0
36200 -2.93 1.0
51200 -3.07 0.9
72400 -3.21 0.9
102400| -3.34 0.9
144810 -3.47 0.9
204800 -3.60 0.8
289630 -3.73 0.8
409600 -3.85 0.8
579260 -3.98 0.9
819200 -4.11 0.9
1158520 -4.25 0.9
1638400 -4.39 0.9
2317040| -4.53 0.9
3276800 -4.67 1.0
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Reichert: Anwendung linear-impliziter Zweischritt-Methoden auf differential-al gebraische Testgleichungen
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