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Zusammenfassung

Dieser Artikel stellt grundlegende Aspekte der Vektoranalysis dar. Ins-
besondere werden skalare Felder und Vektorfelder, weiterhin der Gradi-
ent, die Divergenz sowie die Rotation eines Vektorfeldes betrachtet. Dabei
wurde bewuflt auf eine einfache mathematische Ausdrucksweise und eine
einprigsame duflere Form geachtet.

Da die Vektoranalysis viele Anwendungen in der theoretischen Physik
besitzt, wurde versucht, alle mathematischen Begriffe durch physikalische
Sachverhalte zu verdeutlichen. Ausfiihrlich durchgerechnete Beispiele run-
den den Artikel ab.
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1 Grundlagen

Die Vektoranalysis stellt mathematische Modelle bereit, die es erlauben, Vekto-
ren als Funktionen von Verénderlichen zu betrachten und mittels Methoden der
Differential- und Integralrechnung zu untersuchen. Zu den Grundlagen dieser
mathematischen Disziplin, die oft auch als Feldtheorie bezeichnet wird, gehtren
somit sowohl Begriffe aus der analytischen Geometrie als auch aus der Differen-
tialrechnung.

1.1 Vektoren

Einen Vektor nennt man jedes Element eines Vektorraumes. Die in der analy-
tischen Geometrie des Raumes vorkommenden Vektoren sind Translationen des
Raumes, die nach Festlegung eines Koordinatensystems als Tripel reeller Zahlen
aufgefafit werden konnen.

Im folgenden wird von einem kartesischen Koordinatensystem ausgegangen,
somit 18t sich jeder Vektor des Raumes R2 folgendermafien darstellen:

x 1 0 0 .
y |=z| 0 |4+y| 1 |4+2| 0 |=zi+yj+zk,
K4 0 0 1

wobei 7, j und k als Einheitsvektoren bezeichnet werden.

1.2 Funktionen von zwei Veridnderlichen

Bei Funktionen von zwei Verdnderlichen unterscheidet man vier analytische Dar-
stellungsformen.

1. Funktionsgleichung in der expliziten (entwickelten) Form
z=f(z,y)

2. Relationsgleichung in der impliziten (unentwickelten) Form
F(z,y,2) =0

3. System von drei Funktionsgleichungen in der Parameterform

T = fz(p,9)
z = f.(¢,9)

Jede der drei Variablen z,y, z wird dabei zu einer Funktion der zwei Pa-
rameter @, 1, welche als die unabhéngigen Verénderlichen zu betrachten
sind.

4. Die vektorielle Darstellungsform erhilt man aus der Parameterform, wenn
man die Tatsache benutzt, dafl jeder Punkt P(z,y, 2) des Raumes eindeu-
tig einen Vektor definiert, dessen Anfangspunkt im Ursprung O liegt und
dessen Spitze mit P zusammenfillt (Ortsvektor ¥ = OP).

70, 9) = fo(0,9) T+ fy(0,9) T+ f2(0,9) E
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Beispiel. Vorgelegt sei die Mittelpunktsgleichung einer Kugel' vom Radius r

w2+y2+z2=r2.

Die explizite Funktionsgleichung lautet demnach

/12 — 22 — 42
z =
— /P2 — g2 — 2
Die Aufspaltung in zwei Teilfunktionen ist hier notwendig, da die Eindeutig-
keit der Zuordnung z = f(z,y) gefordert ist. Geometrisch erhilt man zwei
Kugelhalbflichen. Die implizite Form lautet
F(z,y,2) =2> +y> + 2> —r? =0,
und eine Parameterform ist

T = T COS( CosY
y = rsinycosy
zZ=rsiny

0< <2
<Y< 7

Zum Beweis ihrer Richtigkeit werden die Parameter wie folgt eliminiert

> +y? +22 = r?cos?y (cos’p + sin®p) + r? sin®e
= r*(cos® + sin’y)
4y’ +2 =

man erhilt also wieder die Mittelpunktsgleichung.
Aus der obigen Paramterdarstellung ist die Vektorgleichung der Kugel sofort
angebbar.

7, 1) = (rcospcost) 7+ (rsinpcose) j+ (rsing) k

Lauft ¢ von 0 bis 27 und unabhingig davon 1 von —7 bis 7, so {iberstreicht
die Vektorspitze von 7(p, 1) die gesamte Kugeloberfliiche.

1.3 Raumkurven

Der nichtleere Durchschnitt zweier Raumfliichen heifit Reumkurve. Haben die
Flichen die Gleichungen

F(z,y,z) = 0
Gl = o, M)

so liegt ein Punkt P(xo,y0,20) genau dann auf der Raumkurve, wenn seine
Koordinaten sowohl die Gleichung F'(zo,y0,%0) = 0 als auch die Gleichung
G(x0,Y0,20) = 0 erfiillen. Das heifit aber, dafl das Gleichungssystem (1) eine
Darstellung der Raumkurve ist. Setzt man x als Funktion eines Parameters ¢

x = xz(t)

in die beiden Flachengleichungen ein, so erhélt man
F(z(t),y,2) = 0
G(z(t),y,2) = 0,

LGemeint ist damit stets die Kugelfidche, nicht etwa die massive Kugel
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also ein Gleichungssystem, mit dem man (unter gewissen Voraussetzungen) y
und z als Funktionen von ¢ ausdriicken kann. Insgesamt erhilt man also folgende
Parameterform der Raumkurve.
= x(t)
= y(t)
z = z(t)
In vektorieller Form lautet die Gleichung der Raumkurve also

Flt) = z(t) T+ y(t) ]+ 2() k.

In dieser Form wird die Raumkurve auch als Vektorfunktion der skalaren Ver-
dnderlichen ¢ bezeichnet.

1.4 Partielle Ableitungen

Die Differentialrechnung bei Funktionen von zwei unabhingigen Verédnderlichen
wird grundsétzlich zuriickgefiihrt auf die der Funktionen einer Verinderlichen,
indem man jeweils nur nach einer Verédnderlichen ableitet und die andere Verén-
derliche konstant hilt. Simtliche Ableitungsregeln bleiben dabei bestehen, le-
diglich die Bezeichnungsweisen sind etwas anders.

Definition. Der Grenzwert

h—0 h

B B
= fa(z,y) = 6—£ = 8—xf(w,y)

heif3t partielle Ableitung bzw. partieller Differentialquotient der expliziten Funk-
tion z = f(z,y) nach z.

Der Grenzwert

h—0 h

0 0

heif3t partielle Ableitung bzw. partieller Differentialquotient der expliziten Funk-
tion z = f(z,y) nach y.

Formal wird die partielle Ableitung nach xz wie die gewohnliche Ableitung
nach z ausgefiihrt, nur wird beim Ableiten y wie eine Konstante behandelt.
Entsprechend ist bei der partiellen Ableitung nach y die Variable x wie eine
Konstante zu behandeln. Das geschwungene 0 weist ausdriicklich auf partielle
Differentation hin.

Beispiel. Gegeben sei die Funktion f(z,y), man bestimme die partiellen Ab-
leitungen nach x und nach y. Man erhlt

flay) = & —ap’ —Vzty

g = 9r— 3_#
or Y 2/ +y
of , 1

R AWy
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1.5 Ableitungen von Vektorfunktionen

Gegeben sei eine Vektorfunktion der skalaren Verénderlichen ¢
Ft) = o(t) T+y(t) +2(t) & 2)

mit den orthogonalen Einheitsvektoren Z, J_", E in Richtung der drei Koordina-
tenachsen. Bildet man den Differenzenvektor

At +h) —7(t) = [e(t+h)—2®)] i+ [yt +h) —y(®)] j+
[2(t+ h) — 2(t)] k
und anschliefend den Grenzwert des vektoriellen Differenzenquotienten
7(t + h) — 7(t) z(t + h) — z(t) 74 lim yt+h) —y(t) -

Hirmy h Jirm, h bt h I+
i 20 =20 ¢
h—0 h

so schreibt man im Falle der Existenz der drei Grenzwerte dafiir
dr . YN TN
i F(t) = (t) i+ y(t) j+ 2(¢) k.
Anschaulich hat 7(¢) die Richtung der Tangente an die Raumkurve (2). Analog
erhdlt man fiir die zweite Ableitung der Vektorfunktion
a*7

@ =W = &) T+ () T+ 50) F.

Anwendungen in der Physik. Deutet man den Parameter t als Zeit, so stellt

—

7 = 7(t) die Vektorgleichung fiir die Bahn eines bewegten Objektes im Raum
dar. Jedem Wert von ¢ wird ein Raumpunkt eindeutig zugeordnet. Hierbei
spielen die Begriffe Geschwindigkeit und Beschleunigung eine besondere Rolle.

Definition. Die Ableitung der Bahn
Ft)=z(t) i +y(t) J+2(t) k
nach der Zeit

F(t) = %”L) = 7(t)

heifit Geschwindigkeitsvektor sein Betrag

50| = [F(1)] = V&) )2+ 2(1)°

wird Bahngeschwindigkeit genannt.

Definition. Die zweite Ableitung der Bahn
F(t) = x(t) i+ y(t) J+2(t) k

nach der Zeit

. &rt) -
a(t) = W = 'f’(t)

heif3t Beschleunigungsvektor, sein Betrag
@) = 17(t)| = V(D) )%+ £()?

wird Bahnbeschleunigung genannt.
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2 Vektoranalysis
2.1 Skalare Felder

Definition. Ein skalares Feld ist eine Funktion, die jedem Punkt P eines
Teilbereiches G des Raumes eine skalare Grofle, d.h. eine Zahl, zuordnet. Andere
Bezeichnungen sind Ortsfunktion und Potentialfunktion.

Beispiele sind das Temperaturfeld oder das Dichtefeld in einem inhomogenen
Medium.

Ist ein skalares Feld nur fiir die Punkte einer Ebene definiert, so heift es
auch ebenes skalares Feld.

Das skalare Feld bezeichnet man als zentrales Feld oder Kugelfeld bzgl. Py,
wenn der Wert der skalaren Gréfle U im Punkt P nur vom Abstand der Punkte
P und P, abhiingt. Das skalare Feld U(z,vy, 2) = a(z? +y?+ 2%)~! der Beleuch-
tungsstirke bei einer punktformigen Lichtquelle in Py(0,0,0) ist beispielsweise
ein zentrales Feld bzgl. F.

Das skalare Feld heifit aziales oder zylindrisches Feld, wenn U fiir alle Punkte
gleiche Werte annimmt, die von einer Geraden, die man als Feldachse bezeich-
net, gleiche Abstinde haben.

Die folgende Ubersicht fat die unterschiedlichen Schreibweisen fiir skalare
Felder zusammen.

Verwendetes Koordinatensystem | Schreibweise | Anwendung
Kartesische Koordinaten U = f(z,y,2) | beliebige Felder
Zylinderkoordinaten U= f(r,p,z) | axiale Felder
Kugelkoordinaten U= f(r,p,v) | Zentralfelder

Definition. Alle Punkte P von G, fiir die U stets den gleichen Wert ¢ hat,
bilden fiir das skalare Feld eine Niveaufldche und fiir ein ebenes Feld eine Niveau-
linie. Die Gleichung der Niveaufliche hat die Form f(z,y,z) = ¢, f(r,p,2) =c¢
oder f(r,¢,1) = c. Fiir verschiedene Werte von ¢ ergeben sich verschiedene Ni-
veauflichen. Durch jeden Punkt von G geht genau eine Niveaufliche hindurch.
In geographischen Karten sind z.B. die Linien gleicher Hohe tiber dem Mee-
resspiegel oder die Linien gleicher Temperatur Niveaulinien. Die Niveauflichen
eines Zentralfeldes bzgl. Py sind konzentrische Kugeln um Py und die Niveaufls-
chen eines axialen Feldes sind Zylinder mit der Feldachse als Zylinderachse.

Beispiel. Gegeben sei das skalare Feld
Ul(z,y,z) = 62 + 3y* + 222,

gesucht ist die Niveaufliche fiir ein beliebiges ¢ € R. Man erhélt

602 +3y°+222 = ¢
z2 2,2
T+ +Z =
6 3 2

also die Gleichung eines Ellipsoides fiir ¢ > 0, fiir ¢ = 0 schrumpft die Ni-
veaufliche auf den Punkt P(0,0,0) zusammen, und fiir ¢ < 0 gibt es keine
Niveaufldchen.
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2.2 Vektorfelder

Definition. Ein Vektorfeld ist eine Funktion, die jedem Punkt P eines Teilbe-
reiches G des Raumes einen Vektor zuordnet, dafiir wird folgende Schreibweise
verwendet:

-

V(@,y,2) = va(2,y,2) i +vy(2,y,2) ] +v:(2,9,2) £,

dabei sind v, vy und v, skalare Felder.

Beispiele fiir Vektorfelder sind das Geschwindigkeitfeld der Teilchen einer
stromenden Fliissigkeit oder ein Kraftfeld.

Ist das Vektorfeld nur fiir die Punkte einer Ebene definiert und liegen die
vektoriellen GroSen V(P) auch in dieser Ebene, so bezeichnet man das Vek-
torfeld auch ebenes Vektorfeld. Ein Vektorfeld heifit zentrales Vektorfeld, wenn
alle Vektoren V(P) auf Geraden liegen, die durch einen festen Punkt Py, das
Zentrum, gehen. Ein zentrales Vektorfeld besitzt die Darstellung

V() = §(7) 5 mit 7= BoP.
Héngt f(7) nur von |#] ab, so spricht man von einem sphérischen Vektorfeld
V = f(r)(F/r) mit r = |7]. Beispielsweise sind das Newtonsche Gravitationfeld
und das Coulombfeld V = (c¢/r?)(7/r) sphirische Vektorfelder.

Definition. Ein verdinderliches Vektorfeld ist ein Vektorfeld, das zusétzlich zum
Raumpunkt P auch noch von der Zeit ¢t abhingt. Es besitzt folgende Form:

‘7(:1:7 y7 z7 t) = u('Z.? y7 ’Z7 t) ;+ v($7 y7 z? t) j!+ w(m7 y7 Z, t) E'
Die partielle Ableitung eines Vektorfeldes nach z wird definiert durch

v _ V(@+hy,zt) = Viz,y,zt)
— = lim
ox h—0 h

o _ ou ovo o
9z o0z ' "oz’ Bz

Analog verfihrt man fiir die partiellen Ableitungen von V nach y, z und t.

Beispiel. Nach dem Coulombschen Gesetz gilt fiir die Kraft, mit der sich zwei
entgegengesetzte Ladungen (; und ()2 anziehen

o, 1 Qi1Q>7
F(f) = — xt=2l
(7) Amepe, T2 1

Fafit man die Konstanten zusammen, so erhilt man ein Vektorfeld der Form

Befindet sich die Ladung (); im Ursprung, so gilt

r=x?+y? + 22
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Somit erhéilt man fiir das Vektorfeld F' und die partielle Ableitung nach z fol-
gende Ausdriicke:

] c c - - -
@ (22 +y2 +22)2 (a2 +y2+22)3 ( )
cx - cy - cz -
F(r) = +
D= @reral T @it T @t
OF 202 —y? — 22 z 3cxy 7 3crz -
Oz (@ +y2+22)5 (@2 4y?+20)3 0 (2 +y? +22)3

2.3 Gradient eines skalaren Feldes

Definition. Der Gradient grad U eines skalaren Feldes U(z,y, z) bzw. U (F) ist
das Vektorfeld, das jedem Punkt des skalaren Feldes U einen Vektor in Richtung
grofiter Funktionszunahme zuordnet, der senkrecht auf den Niveauflichen steht.
Dem skalaren Feld U(7) wird das Vektorfeld

V(%) = grad U(7)
zugeordnet (gilt nicht umgekehrt). In kartesischen Koordinaten gilt somit

oUu - 8U 7L oUu -
grad U = s 1+ = By 8_ k.
Der Definitionsbereich D(grad U) wird gebildet durch alle Punkte ¥ des Raumes,
in denen U (7) differenzierbar ist.

Der Gradient besitzt stets die Richtung der Normalen an die Niveaufliche
und geht durch den gegebenen Punkt. Seine Richung fillt mit der des schnell-
sten Anwachsens der Funktion U(z,y,2) zusammen, und sein Betrag gibt die

Geschwindigkeit dieses Anwachsens an.

Definition. Der Hamiltonsche Operator V (sprich: nabla?) bezeichnet den
folgenden symbolischen Vektor
0 7y 0 0
= — — L.
Ve e te:
Rechnet man mit V wie mit einem Vektor, so kann man den Gradienten eines
skalaren Feldes U unter Benutzung des Skalarproduktes folgendermafien aus-
driicken:
ou -~ 0U » 0U =

VU = £ +6y3+6—k—gradU

Beispiel. Gegeben sei das skalare Feld
Ulz,y,z) = 62° 4+ 3y — 2222,

gesucht ist ein allgemeiner Ausdruck fiir den Gradienten grad U(z,y, z) in einem
beliebigen Punkt P(z,y, 2) und der konkrete Vektor im Punkt Py(1,—1,4).

2 Nabla ist ein hebriisches Wort und bezeichnet ein Harfeninstrument von der Form V.
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Man erhilt
_ 6U(mayaz) 2 6U(:U,y,z) 2 6U($ayaz) 7
grad U(z,y,2z) = a9z T ay t—>, k
0(6x2 + 3y? — 2222%) - O(622 + 3y? — 2222) -
_ (62* + 3y :cz)i+(a:+y ;cz)j+
oz Oy
(622 + 3y? — 2222) -
k
0z
122 — 222
grad U(z,y,2) = 6y
—dxz
Somit gilt
-20
grad U(1,—1,4) = —6
-16

2.4 Richtungsableitung eines skalaren Feldes

Definition. Die Anderung, die ein skalares Feld U (7) in eine beliebige Richtung
&= cyi + cyf—i- e,k erfihrt, nennt man die Richtungsableitung der Funktion U
in Richtung von ¢ im Punkt 7.

Man erhiilt als Anderung der Funktion U(7) in Richtung &

UM . UF+hd-UF _oUF  oUF oUW
5z~ pm B = or “t o 9T 5

diese 13t sich als Skalarprodukt grad U - & auffassen. Ist ¢° = &/|¢| der zu ¢
gehorige Einheitsvektor, so gibt

oU(r)
oo
die Geschwindigkeit an, mit der die Funktion U in Richtung von &° im Punkt
7 wichst. Daher ist |grad U| um so grofler, je dichter in der Umgebung des
Punktes 7 die Niveauflichen U = ¢g, U = ¢9 + h, U = ¢o + 2h, ... liegen. In
den Punkten, in denen U ein relatives Maximum oder Minimum hat, arten die
Niveaufldchen zu einem Punkt aus, und es gilt in diesen Punkten grad U = 0.

=grad U - ¢° = |grad U| cos Z(grad U, &°)

Ergebnis. Die Richtungsableitung des skalaren Feldes U in Richtung eines
Einheitsvektors ¢° im Punkt 7 ist
U ()

570 = grad U - &°.

Beispiel. Gegeben sei das skalare Feld aus dem letzten Beispiel, von dem der
Gradient schon berechnet wurde.

Ulz,y,2) = 6z%+3y* — 2x2>
grad U(z,y, 2) (120 —22%) T+ 6y j —4dzz k

Il

Gesucht ist die Rlchtungsableltung dieses skalaren Feldes in Richtung des Ein-

heitsvektors &0 = \/_ \/_ J+ \/_ % im Punkt P(1,—1,4), r = OP
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Man erhilt
U (7) »
570 = grad U - ¢
—20 1
S O I
—16 V3 1
1
= —(-20+6-16
\/g( )
U _ 30
o0 V3

2.5 Divergenz eines Vektorfeldes

Definition. Ist im kartesischen Koordinatensystem das Vektorfeld
V(") = ulz,y,2) i +v(w,y,2) j +w(z,y,2) k

gegeben, so nennt man das skalare Feld

. ou v 0
divV:U(w,y,z):a—Z+6—Z+a—f

die Divergenz des Vektorfeldes V (7).

=vV

Physikalische Deutung der Divergenz. Deutet man V(z,y,z) als Ge-
schwindigkeitsfeld einer stationiren stromenden Fliissigkeit mit der Dichte o =
o(z,y,2), d.h. mit einer Strémung, die nicht explizit von der Zeit abhingt, so er-
gibt sich folgende anschauliche Bedeutung der Divergenz: Die z-Komponente u i
von V gibt den in der Zeiteinheit von einem Fliissigkeitsteilchen zuriickgelegten
Weg an. Denkt man sich ein quaderférmiges Volumenelement mit achsenpar-
allelen Kanten, so tritt durch die senkrecht zur z-Achse stehenden Seitenfliche
dA; = dy dz in der Zeiteinheit das Fliissigkeitsvolumen u dA; = u dy dz und
damit die Masse ¢ v dy dz in das Volumenelement ein. Bezeichnet man fiir
x + dz die senkrecht zur z-Achse stehende Seitenfliche des Volumenelements
mit dAs, so tritt durch die Fliche dA; = dy dz die Masse

d(ou)
o

o(x +dx,y,2) u(z +dz,y,2) dy dz = |0 u(z,y,2) + dz| dy dz

wieder aus. Die Differenz

M dz dy dz
oz
ergibt den Masseverlust durch die Flichen dA; und d4;. Wenn man die anderen
Flichenpaare ebenso beriicksichtigt, erhdlt man den gesamten Masseverlust des
Volumenelements:
(0(QU) L 9ev) | Oew)

9 ay + 52 ) dz dy dz = div (¢V) dz dy dz

Die Divergenz gibt somit den Masseverlust in der Volumen- und Zeiteinheit an,
deshalb bezeichnet man sie oft auch als Ergiebigkeit.
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Flie8t ebensoviel Masse zu wie ab, so ist div V= 0, das Vektorfeld heifit in
diesen Punkten quellenfrei. Punkte des Vektorfeldes V mit div V > 0 heifien
Quellen und solche mit div V < 0 Senken.

Das folgende Raumintegral bezeichnet die FErgiebigkeit der im Koérper K
enthaltenen Quellen.

/// div V dz dy dz
K

Ergebnis. Die Divergenz eines Vektorfeldes V (P) ist ein skalares Feld, das die
Dichte der Quellen in jedem Punkt angibt.
Man unterscheidet folgende Punkte des Vektorfeldes:

L < 0 Senken
div V{ =0 quellenfreies Feld
>0 Quellen

Beispiel 1. Gegeben sei das Vektorfeld

V() = % mit r = /22 + y? + 22
T
Fiir die Divergenz dieses Vektorfeldes erhélt man

zityj+zk

vV = 3
@ +y + )]
div i = dx(z® + 1y + 22) "3 +8y(w2+y2—|—z2)*% n
Or oy
dz(x? +y% + 22) %
0z
= (22 +y*+ )@@+ P+ 2D+
(z? — 2y +22) @ +y + 2278 +
(@ +y* —22°)(@” +y° +2°) 3
= (02° +0y +02%) (2% + 9% + 2273
divV = 0

Somit ist dieses Vektorfeld in ganz R2 quellenfrei.

Beispiel 2. Auch Verkniipfungen der Divergenz und des Gradienten sind
moglich, wie die folgende Rechnung zeigt.
div grad (2* + 9> + 2%)
2,2 2 2,2 2 24,2 1,2
— div <6(x +y° +27%) Ty o(z* +y* + 2?) P+ o(z* +y* + 2%) k)

ox oy 0z

=div (2ci+2y j+22 k)
_0Q2x)  0(2y)  0(22)
=0z T Oy s
=6
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2.6 Rotation eines Vektorfeldes
Definition. Ist das Vektorfeld
V(z,y,2) = u(@,y,2) i +v(z,y,2) § +w(z,y,2) k

gegeben, so bezeichnet man das Vektorfeld

Aoy = (22 - 2) 7y (2 _Ow) 7, (B0 Bu)g
T:¥,2) = Oy Oz 92 oz )’ Ox Oy

als Rotation des Vektorfeldes V(z,y, z) und schreibt dafiir
R=rot V.

Unter Benutzung des symbolischen Hamiltonoperators kann man die Rotation
eines Vektorfeldes auch mittels des Kreuzproduktes ausdriicken:

rot V=vxV.
Beispiel. Das Vektorfeld
V(m,y,z) =2ryi+(e®+2)j+2 k
besitzt die Rotation
- [(0(2) 0(e®+2)\=-, (0(2zy) 0(2)) -
otV = (6;1/_ 0z \Ter " )07

(a(e;; z) 3(;?)) i

-

(0-1)i4+(0—=0)j+(e* —2z) k
—i+ (" —2z) K

rot V

2.7 Konservative Vektorfelder

Im Abschnitt 2.3 wurde mit Hilfe des Gradienten einem skalaren Feld U(7) ein
Vektorfeld

V() = grad U ()

zugeordnet. Umgekehrt existiert aber nicht zu jedem Vektorfeld V (7) ein ska-
lares Feld U () mit V = grad U.

Definition. Vektorfelder \7, die die Eigenschaft haben, daf} es ein skalares
Feld U(7) mit V = grad U gibt, heiBien konservativ. V bezeichnet man dann
als Potentialvektor und die Funktion U als Potential des Vektorfeldes V. Das
Potential ist nur bis auf eine addltlve Konstante bestimmt.

Ein gegebenes Vektorfeld V = ui 4+ vj 4+ wk hat in einer Teilmenge G von
R2 dann und nur dann ein Potential U, wenn alle ersten partiellen Ableitungen
von V stetig sind und die folgenden Integrabilititsbedingungen in G erfillt sind.

Ou Ov Ow Ou Ov Ow

dy 9z’ dx 9z’ dz dy
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Diese Integrabilitdtsbedingungen sind dquivalent zu der Bedingung
rot V = 0,

die besagt, da} das Vektorfeld Vv wirbelfrei ist. Wirbelfreie Vektorfelder sind
also stets konservativ.

Das Potential U 148t sich mit Hilfe des folgenden Kurvenintegrals berechnen,
das tiber einen beliebigen Weg, der Fy und P verbindet, erstreckt wird.

U(P):/Ppuda:-i—v dy + w dz
0

Ergebnis. Ein Vektorfeld heifit konservativ, wenn das Integral

B
/Vdf’
A

unabhéngig vom Weg A — B ist. Jedes Gradientenfeld ist konservativ. Fiir das
Kurvenintegral gilt dann (74 < 7 < 7g):
/17 dF:/ udz+vdy+wdz= [ dU =U(B)-U(A)
T AB AB
Beispiel. Das Vektorfeld
- a
V() = 3

ist wirbelfrei, denn

—

rot V() = rot o
B ci+yj+zk
(a2 +y2 + 22)3
(02 + P+ 2778 oy +yt + 22)"% L
B Oy 0z
dx(z? + 12 +22)"%  Bz(a+y2 +22)" % 2
0z ox J
y(x +y2 +22)"2  Bx(a® + 42 +22) 3 Z
oz Oy
= 0i+05+0Fk
rot V(7)) = 0
Dieses Vektorfeld ist in der Tat konservativ, denn mit
1
U=—-
r

gilt
grad U = V.
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2.8 Zusammenfassung

Die folgende Tabelle fifit die drei betrachteten vektoranalytischen Operationen
tibersichtlich zusammen.

Operation | Feld Ergebnis Symbol
Gradient | Skalares Feld U | Vektorfeld grad U VU
Divergenz | Vektorfeld V| Skalares Feld divV | VV
Rotation | Vektorfeld V | Vektorfeld rotV | V xV

Die folgenden Betrachtungen stellen weitere Begriffe der Vektoranalysis vor, sie
sollen hier aber nur der Vollstindigkeit halber erwéhnt werden, eine ausfiihrliche
Behandlung ist nicht vorgesehen.

Laplace-Operator. Fiihrt man die Skalarmultiplikation des symbolischen
Hamilton-Operators mit sich selbst aus, so erhilt man den Laplace-Operator.
02 0? 0?
A=V-V= 922 + 52 + 72
Wendet man den Laplace-Operators auf beliebige skalare oder Vektorfelder an,
so erhilt man folgende Ausdriicke:
AU = VU =div grad U
AV grad div V — rot rot V
div rot V V(V x V)
rot gradU = V x(VU)
rotrot V. = Vx(VxV) = V(VV)-AV

Besondere Felder. Die folgende Tabelle fafit wichtige Felder zusammen.

div rot V =0 quellenfreies Rotorfeld

rot grad U = 0 | wirbelfreies Gradientenfeld
z.B. E = grad U(Feldstirke)
Im quellenfreien Raum gilt die Laplace-Gleichung: div grad U = AU = 0.

Im quellenbehafteten Raum gilt die Poisson-Gleichung: div grad U = AU = p
mit der Quellendichte p = p(z,y, 2).
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